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径向极化压电陶瓷管的径向振动研究 
王帅军，林书玉 

(陕西师范大学应用声学研究所，西安 710062) 
摘要：结合平面应变和三维压电弹性力学理论，对径向极化厚壁压电陶瓷细长管的径向振动进行了研究，得出位移

函数、电势函数的精确解。利用振子静电电荷方程导出电位移及电场强度函数，解决了电压与电场强度非线性关系

问题，进而辅助 maple 软件首次对厚壁管形振子等效电导纳进行研究，推出了精确的谐振反谐振频率方程。利用数

值法得出了不同尺寸管形振子的谐振反谐振频率，并通过有限元分析，结果表明了本文理论的准确性与精确性，为

压电陶瓷厚壁振子的理论研究及设计提供了依据。 
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Research on the radial vibration of  piezoelectric hollow 
 cylinder with radial polarization 

WANG Shuai-jun, LIN Shu-yu 
(Institute of  Applied Acoustics, Shaanxi Normal University, Xi’an 710062, China) 

Abstract: Combined with piezoelectric plane strain and three-dimensional piezoelasticity theory, the vibration charac-
teristics of  a piezoelectric ceramic thick hollow cylinder with radial polarization has been studied, and closed-type so-
lutions are obtained for the mechanical radial displacement and electric potential. The electric displacement and electric 
field strength are derived form the charge equation of  electrostatics (Gauss), which solves the problems of  nonlinear 
relationship between voltage and electric field strength. Based on maple software, the equivalent admittance of  the thick 
hollow cylinder is studied for the first time, and corresponding exact resonance and anti-resonance frequency equations 
are also obtained. By means of  numberical method, the resonance and anti-resonance frequencies of  different size tu-
bular oscillators are calculated. Accuracy and precision of  this theory are verified by finite element analysis. All these 
provide the basis for theoretical research and design of  the piezoelectric ceramic thick oscillators. 
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0  引 言  

压电陶瓷振子的应用日益广泛，是超声换能

器、压电陶瓷滤波器、压电传感器、压电谐振器以

及压电陶瓷变压器的主要组成部分。压电陶瓷圆管

是常用的声学换能单元，其结构简单，性能稳定，

布阵方便，沿半径方向有均匀的指向性和较高的灵

敏度，因此多用于水声、地质、石油勘探等领域
[1-3]

。

振子的振动特性直接影响到换能器的动态性能，对

其振动模式的研究是设计该类换能器的基础，因

此，此项工作有重要的理论与实际意义。圆管形振

子分为轴向、切向、径向极化三种类型，轴向、切 
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向极化振子激励电极与极化电极不同，且轴向极化

振子的极化及激励电压比径向极化高得多，工程上

几乎没有应用，径向极化、径向激励的振子，极化

电极和激励电极可以合二为一，极化及激励电压也

较低，在制作工艺上更有优势
[4]
，实际应用也较多。 

关于径向极化管形振子的径向振动模式，前人

的研究多采用薄膜或者薄壳理论
[5]
，薄膜理论在运

动方程中忽略了剪应力和径向正应力，薄壳理论保

留剪应力，且上述理论只适用于特殊尺寸振子，如

薄壁、以及纵向和径向尺寸比厚度大多个数量级的

理想情形，从而给应用带来不便。前人也曾对厚壁

振子的径向振动模式进行研究，但都采用了不同的

近似，如把压电陶瓷看做各向同性材料
[6]
，运算过

程中取级数截断近似
[7]
，本文从径向极化压电陶瓷

厚壁细长管振子的压电和运动方程出发，结合振子

静电电荷方程，对其径向振动进行研究，得到电导
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纳表达式，推出振子的共振和反共振频率方程，利

用 ANSYS 有限元软件进行模态分析，结果表明，

理论计算结果与有限元模拟结果吻合很好。 

1  厚壁细长管振子径向振动精确理论 

1.1  基本方程 

图 1 所示为一压电陶瓷厚壁细长管，为方便研

究，本文采用柱坐标系，并取 -1θ 、 -2z 、 -3r 的顺

序， 2L 为振子长度，a 为振子内半径，b 为振子外

半径，细长管在 z 方向上无限长，因此压电振子作

轴对称振动。 

 
图 1  径向极化压电陶瓷细长管几何示意图 

Fig.1  Geometry of piezoelectric hollow cylinder with radial  
polarization 

图中振子极化方向和激励方向均沿半径方向，

即 r 方向，经径向极化处理的压电陶瓷在垂直于极

化方向上是各向同性材料(在 zθ 方向各向同性)，柱

坐标下细长管轴对称振动的 e 型压电方程
[8-11]

如下：  

11 13 31
E E

r rT c S c S e Eθ θ= + −   (1a) 

12 23 32
E E

z r rT c S c S e Eθ= + −   (1b) 

13 33 33
E E

r r rT c S c S e Eθ= + −   (1c) 

31 33 33
S

r r rD e S e S Eθ ε= + +   (1d)                                               
细长管做轴对称振动的运动方程为

[11]
： 

2

2
rr r T TT

r rt
θξρ −∂ ∂

= +
∂∂

  (2)                                       

由于细长管的振动关于 z 轴对称，各位移及电

场分量满足： ( , , )z z r z tξ ξ= ， ( , , )r r r z tξ ξ= ， 0θξ = ，

( , , )r rE E r z t= ；细长管很长, 因此对细长管的研究属

于平面应变问题，位移及电场分量仅存在于 orθ 平

面，即 0z zξ ξ= = ， ( , )r r r tξ ξ= ， ( , )r rE E r t= ，综上所

述，该模型满足的几何方程为： 

r
rS r

ξ∂
=

∂
  (3a) 

rS rθ
ξ

=   (3b)                                                 

在方程组(1)、(2)、(3)中，T 为应力，S 为应变，

ξ 为位移，E 为电场强度，D 为电位移矢量， ρ 为

材料密度， E
ijc 、 ije 、 S

ijε 为别为压电陶瓷材料的弹性

刚度常数、压电常数、介电常数。  

由于压电陶瓷内部不存在自由移动电荷
[3]
，其

静电电荷方程用柱坐标表示为： 
1 ( ) 0rrDr r

∂ =
∂

  (4) 

解此微分方程得： 
j0 e t

r
DD r

ω=    (5) 

式中， 0D 为电位移常量，由边界条件确定。 

1.2  机械振动特性 

压电陶瓷振子在使用中多为简谐激励，其电场

及稳态位移分布关于时间均服从简谐变化规律，因

此有： 
j

0e
t

r r
ωξ ξ=   (6) 

j
0e

t
r rE E ω=   (7) 

将式(5)代入式(1d)，忽略时间项得： 
0

0 1 2
33

r r S
DE FS F S

rθ ε
= + +   (8) 

式中，
31

1
33
S

eF
ε

=− ，
33

2
33
S

eF
ε

=− 。 

将式(8)分别代入式(1a)、(1c)，得： 
0

1 2 1r
DT c S c S F rθ θ= + +   (9a) 

0
2 3 2r r

DT c S c S F rθ= + +   (9b) 

式中，
31 31

1 11
33

E
S

e ec c
ε

= + ，
31 33

2 13
33

E
S

e ec c
ε

= + ，
33 33

3 33
33

E
S

e ec c
ε

= + 。 

将式(3)、(9)代入式(2)，简化为只含位移的微

分方程： 
2 2

2 0
3 12 2 2 2

1( + )r r r r Dc v F'r rt r r r
ξ ξ ξ ξρ ∂ ∂ ∂

= − −
∂∂ ∂

 (10)  

式中， 2
1 3/v c c= ， '

1 1 3/F F c= 。 
由式(6)可分离时间变量，重写运动方程为： 

2 2
20 0 0

0 12 2 2
1 ( ) 0r r

r
d d Dvk F'r drdr r r

ξ ξ ξ+ + − − =  (11)            

式中， 2
3 3 /V c ρ= ， 3/k Vω= ，k 为细长管径向振动等

效波数， 3V 为径向振动在细长管中传播的速度。 
解上述微分方程，得细长管振子位移函数为： 

0 1 2 1 0 1,( ) ( ) ( )r C J kr C Y kr F'D s krν ν νξ −= + +  (12)           
式中： ( )J xν 和 ( )Y xν 分别为第一类和第二类ν 阶

Bessel 函数； , ( )s xµ ν 为第一类Lommel 函数； 1C 、 2C
为待定常数，由边界条件确定。在此为了方便表示，

本文下述各量均表示幅值，与时间无关。 
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由式(7)看出，径向极化厚壁细长管电场强度沿

径向分布不均匀，将式(7)代入下式并积分，得： 

1
0 0 1 2

1 1 1,1
2 2 0

1 2 1, 3
33

( )d [ d ( )]

( )( )[ d ( )] [ d

ln( ) ]

v
r r v

vv
v

v S

F J krV E r C r F J krr
F'Fs krFY krC r F Y kr D rr r

rF'F s kr C
ε

−

−

=− =− + −

+ − +

+ +

∫ ∫

∫ ∫  

式中 3C 为常数，由边界条件确定。 

由式(3)、(9)、(12)可得： 

2 2
1 3 2 3

2 1, 2
0 1 3 1,

( ) ( )[ ( )] [ ( )]

( )
{ [ ( )] }

r v v

v

c J kr c Y krT C c J ' kr C c Y' krr r
c s kr FD F' c s' krr r

ν ν

ν−
−

= + + + +

+ +
 

若细长管振子在机械自由边界条件下径向振 

动，其力边界满足 0a r r aT T == = ， 0b r r bT T == = ；电 

边界满足 | 0a r r aV V == = ， 0|b r r bV V V== = ，即 

1 2 0 0a a aC J ' C Y ' D s '+ + =   (13a) 

1 2 0 0b b bC J ' C Y' D s '+ + =   (13b) 

1 1 2 2 1 2

0 1 1 1 2 1, 3
33

[ ( )] [ ( )]
ln[ ( ) ] 0

a v a v

a v S

C F J F J ka C FY F Y ka
aD F'Fs F'F s ka C

ε−

− + − + −

+ + + =  (13c) 

1 1 2 2 1 2

0 1 1 1 1, 3 0
33

[ ( )] [ ( )]
ln[ ( ) ]

b v b v

b v S

C F J F J kb C FY F Y kb
bD F'Fs F'Fs kb C V

ε−

− + − + −

+ + + =  (13d) 

式中：
( )dv

r
J krJ rr=∫ ，

( )dv
r

Y krY rr=∫ ； 

1, ( )
dv

r

s kr
s rr

−=∫ ， 2
3

( ) ( )r v
c J krJ ' c J ' krr

ν= + ； 

2
3

( ) ( )r v
c Y krY' c Y' krr

ν= + ； 

2 1, 2
1 3 1,

( )
[ ( )]r v

c s kr Fs ' F' c s' krr r
ν−

−= + +  

计算中利用以下积分、微分关系
[12]
： 

2, 1 1 1,
( )d ( 2) ( ) ( ) ( ) ( )v

v v v v
J kr r kr v J kr s kr krJ kr s krr − − − −= − −∫ ； 

2, 1 1 1,
( )d ( 2) ( ) ( ) ( ) ( )v

v v v v
Y kr r kr v Y kr s kr krY kr s krr − − − −= − −∫ ； 

1,

2 2
2 2

2 3

2 2 2

( )
d

1 1([1,1],[2, 2 , 2 ], )ln( ) 2 2 4
2 (4 )

vs kr
rr

k rk r F v vx
v v v

− =

+ − −
− +

−

∫
 

1( ) ( ) ( )v
vJ ' x J x J xx ν ν −=− + ； 

1( ) ( ) ( )v
vY' x Y x Y xx ν ν −=− + ； 

, , 1, 1( ) ( ) ( 1) ( )v v v
vs' x s x v s xxµ µ µµ − −=− + + −  

其中， 1 1([ ],[ ], )m n m nF xα α ρ ρ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ 为超几何函数
[12]
。 

消去式(13)中 3C 可得： 

1

2

0031 2

0
0

a a a

bb b

J ' Y ' s ' C
Cs 'J ' Y '

VDAA A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 (14)            

式中： 1 1 2( ) ( ( ) ( ))a b v vA F J J F J ka J kb= − + − ； 

2 1 2( ) ( ( ) ( ))a b v vA F Y Y F Y ka Y kb= − + − ； 

3 1 1 1 2 1, 1,
33

1( ) ( ( ) ( )) lna b v v S
aA F'F s s F'F s ka s kb bε− −= − + − +   

解方程组(14)可得： 

0
1

0
2

0
0

( )

( )

( )

b a a b

b a a b

a b b a

VC Y's ' Y 's '

VC J 's ' J 's '

VD J 'Y ' J 'Y '

⎧ = −⎪ ∆
⎪⎪ = −⎨ ∆⎪
⎪ = −⎪ ∆⎩

  (15)           

式(15)中 ∆ 为式(14)中左边系数矩阵行列式的

值， 0∆= 为细长管径向振动的谐振频率方程。 
将式(15)代入式(12)，可得出细长管径向振动位

移分布函数 
0

0

1 1,

[( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )]
r b a a b

b a a b a b b a

V Y 's ' Y 's ' J kr

J 's ' J 's ' Y kr F' J 'Y ' J 'Y ' s kr
ν

ν ν

ξ

−

= − +
∆
− + −

(16) 

1.3  电振动特性 

将式(15)代入式(13a)、(13b)，均可得出 3C ，至

此求出细长管电势沿径向分布函数。 
细长管电流为： 

2
0

0 00

d d d j 4d
L

L

DQI j b z LDt bω θ ω
π

−
= = − =− π∫ ∫  

因此细长管的电导纳为： 
0

0

j 4 ( )a b b a
I LY J 'Y ' J 'Y 'V

ω π= =− −
∆  (17)           

由式(17)可知，当Y →∞ 时，得该振子共振频

率方程为： 
0∆=    (18)            

当 0Y = 时，该振子处于反共振状态，得其反共

振频率方程为： 
( ) 0a b b aJ 'Y ' J 'Y 'ω − =   (19)            

方程(18)、(19)是含ν 阶一类、ν 阶二类Bessl函
数和一类 Lommel 函数的复杂超越方程，只能由数

值法得到其解。方程中的相关设计参数有频率 f 及
换能器的几何尺寸 a、b。振动系统设计的依据是频

率方程，对于给定材料，由几何参数可求得系统共

振频率，或从设计频率求出系统的几何尺寸。 
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2  有限元分析 

ANSYS 软件是目前比较流行的大型有限元分

析软件之一，它是设计复杂结构形式和复杂激励机

理及其耦合作用换能器的有效工具，随着各种各样

换能器的广泛使用，有限元更成为换能器设计人员

的强有力的助手
[13]
。本文用 Ansys10.0 对细长管振

子建立有限元模型，单元类型为 plane13 面单元，

沿 x 方向定义材料属性，采用 Block~lanczos 法进  
行模态分析，频率搜索区间为 15.0~40.0 kHz。振子

谐振反谐振频率的理论、数值计算结果见表 1 和表

2，表中 cf 为振子理论计算结果， FEMf 为数值计算

结果， c
effk 为有效机电耦合系数理论计算结果， FEM

effk
为有效机电耦合系数数值计算结果， f∆ 为谐振反谐

振频率相对误差， k∆ 为有效机电耦合系数相对误 

差，
| |c FEM

f
c

f f
f

−
∆ = ，

| |c FEM
eff eff

k c
eff

k k
k
−

∆ = 。 

本文所用材料为 PZT-4，材料相关参数分别为： 
3 37.5 10 kg/mρ = × ，  31 5.2 Nm/Ve =− ； 

33 15.1Nm/Ve = ，    9
33 5.62 10 C/mSε −= × ；  

10 2
11 13.9 10 N/mEc = × ，

10 2
13 7.43 10 N/mEc = × ； 

10 2
33 11.5 10 N/mEc = × ；  

由表 1、2 可以看出，细长管振子径向振动谐

振反谐振频率的理论计算值与有限元数值模拟值、

有效机电耦合系数的理论计算值与有限元数值模

拟值均吻合较好，说明了上述关于细长管径向振动

的理论推导方法的合理性。表 1 给出了振子共振反

共振频率随厚度的变化规律，由表中数据可知，相

同长度相同内径的振子，共振反共振频率随其厚度

增大均变小，可明显看出振子 2、3、4 是厚壁振子。

由表中计算结果对比可知，该理论适用于厚壁振

子，且误差很小；表 2 给出了不同长度振子共振反

共振频率的变化规律，由表中数据对比可以看出，

在满足本文模型的前提下，相同内外径不同长度的

振子，其共振反共振频率变化不大。 

3  结 论 

本文结合平面应变和三维压电弹性力学理论，

对径向极化厚壁压电陶瓷细长管径向振动进行了

研究，得出位移函数、电势函数的精确解，首次对

厚壁振子等效电导纳进行研究，得出精确的谐振反

谐振频率方程，并通过有限元分析验证，以上分析 

表 1  不同厚度管形振子理论、有限元计算频率及有效机电耦合系数 
Table 1  Frequencies and effective electromechanical coupling coefficients of different thickness tube oscillators  

fromtheoretical calculation and finite element analysis

  a/m b/m 2L/m fc /Hz fFEM /Hz ∆f /% 
c
effk  FEM

effk  ∆k /% 

1 
fr 0.01 0.02 0.25 

39628 39373 0.65 
0.457 0.453 1.01 

fa 44561 44154 0.92 

2 
fr 0.01 0.025 0.25 

35567 35494 0.20 
0.428 0.434 1.31 

fa 39366 39404 0.10 

3 
fr 0.01 0.03 0.25 

32447 32157 0.89 
0.397 0.414 4.03 

fa 35351 35319 0.09 

4 
fr 0.01 0.035 0.25 

29897 29550 1.2 
0.367 0.393 7.16 

fa 32116 32142 0.08 

表 2  不同长度管形振子理论、有限元计算频率及有效机电耦合系数 
Table 1  Frequencies and effective electromechanical coupling coefficients of different length tube oscillators from  

theoretical calculation and finite element analysis  

  a/m b/m 2L/m fc /Hz fFEM /Hz ∆f /% 
c
effk  FEM

effk  ∆k /% 

1 
fr  

0.01 
 

0.03 
 

0.15 
32447 32280 0.51 

0.397 0.401 1.03 
fa 35351 35238 0.31 

2 
fr  

0.01 
 

0.03 
 

0.2 
32447 32338 0.33 

0.397 0.402 1.24 
fa 35351 35316 0.10 

3 
fr  

0.01 
 

0.03 
 

0.25 
32447 32157 0.89 

0.397 0.414 4.03 
fa 35351 35319 0.09 

4 
fr  

0.01 
 

0.03 
 

0.3 
32447 32268 0.55 

0.397 0.406 2.31 
fa 35351 35315 0.10 
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表明本文采用厚壁理论的准确性与精确性。 

总结本文得出以下结论： 

(1) 径向极化厚壁细长管的径向振动属于轴对

称振动； 
(2) 本文在建立模型时将细长管问题简化为平

面应变问题，由表中相对误差项可以看出，在满足

模型要求时壁厚对计算结果基本没有影响，精确度

较薄膜和薄壳理论高； 
(3) 在实际使用中，细长管只需满足 L b 即

可，若不满足，可能存在一定误差； 
(4) 用数值法分析了该振子的共振频率,结果

表明,利用文中理论得出的共振频率与数值法得出

的结果吻合较好。 
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