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一种高效的宽带简正波本征值计算方法 
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摘要
：为提高宽带简正波本征值的计算效率，汉密尔顿方法通过公式变换抵消频率项，将宽带简正波本征值的计算

由频率、本征值实部和虚部的三维寻根降低至本征值实部和虚部的二维寻根，可以一次性求解单号简正波所有频率

对应的简正波本征值。在已有工作的基础上优化和完善了汉密尔顿宽带简正波本征值算法，并加入并行计算方法进

一步提高计算效率。以简正波模型 KRAKENC作为对比，通过若干数值算例验证了该算法对于宽带简正波本征值的

计算精度和计算效率。数值仿真结果显示，在保证宽带简正波本征值计算精度的前提下，该方法的计算效率相对

KRAKENC有着明显的优势；加入并行算法后，该方法的计算效率得到大幅提高。 
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Abstract: Based on existing Hamiltonian method for eigenvalue calculation of  normal mode, an efficient method for 

broadband eigenvalue calculation is developed. Hamiltonian method gets rid of  the frequency term by formula trans-

formation to change the root finding problem from a three-dimensional problem with respect to frequency as well as 

real and imaginary parts of  eigenvalue into a two-dimensional one. As a result, the eigenvalues of  singular normal 

mode corresponding to all frequencies could be solved at one time. A MATLAB parallel computing method and other 

optimizations are included to improve the computational efficiency of  Hamiltonian method. The significant advantage 

of  Hamiltonian method in efficiency is indicated by several numerical simulation comparisons with KRAKENC, while 

retaining the same accuracy. 
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0  引 言1 

宽带技术在地声波形分析领域应用广泛，但因

为海洋强时变性的声传播环境会给传统声呐工作

频率下的声信号施加强烈而不可预测的扰动，所以

较少地应用于水声研究领域。随着声呐设备工作

频率的低频化和水声应用领域对声波信息研究的

精细化，水声宽带波形预报逐渐成为热门的研究课

题

[1]
。 

常见的宽带技术有时域波动方程法和频域傅

里叶合成法。利用现有声传播模型进行声场计算的
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频域傅里叶合成方法实现简单，但需要进行带宽内

频率采样，并对每个频率采样点都进行一次声场计

算，效率较低。McDonald等
[2]
采取只计算少量频率

采样点对应的简正波本征值、本征函数和耦合系数

的方法提高计算效率，而其他频率对应的相关量则

通过插值来获得；Knobles 等
[3-4]
采用类似的方法，

将若干计算得到的垂直波数组成集合，通过

Galerkin方法计算相邻频率对应的未知的垂直波

数；Skarsoulis
[5-6]
则采用二阶傅里叶合成方法，涉及

计算的频率采样点只有一个。 

上述方法都是简化傅里叶合成方法，减少频率

采样点的计算次数，在牺牲一定计算精度的基础上

提高效率。文献[7-8]提出了汉密尔顿方法，将宽带

简正波本征值的计算由频率、本征值实部和虚部的

三维寻根降低至本征值实部和虚部的二维寻根，可

有效提高计算效率

[7-8]
。本文发展了汉密尔顿方法并
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对该方法宽带简正波本征值的计算效率进行了数

值仿真验证。 

1  基本理论 

汉密尔顿方法之所以可以使宽带简正波本征

值的计算由三维寻根问题降低至二维寻根问题，是

因为它通过公式变换摆脱了频率项，只剩下由简正

波本征值实部和虚部组成的表达式。下面以等声速

剖面波导为例介绍汉密尔顿方法的基本原理。简正

波本征值的相函数依其满足的相位条件可以定义

如下

[7-9]
： 

2
2

2

i i
( ) ln( ) ln( )

2 2r r s b

w

k D k R R
c

ωΦ = − − −  (1) 

其中： rk 表示简正波水平波数；D是水深； sR 和 bR  

分别表示海面和海底的反射系数； wc 是海水声速。 

本文只涉及传播模式的简正波，对其来说，

2 2 2/r b'k cω>
，其中 (1 i /(40π lg e ))

b b
c' c α= − ，是引入海

底衰减系数
α
的海底声速。海底反射系数 bR 可以用

水平波数 rk 来表示： 
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其中：
/w bm ρ ρ=
，

/w wk cω=
， /
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k c'ω= ；

ω
是角频

率； wρ 和 bρ 分别表示海水和海底密度。对于平整
自由的上边界，海面反射系数为

1sR =− 。因此，化
简后的相函数可以表示为 
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当频率一定时，相函数
( ) πrk nΦ =

对应的 rk 为简

正波本征值。将复水平波数分实部 Rrk 和虚部 Irk 表

示，则相函数满足： 
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从式(3)根号项中提取出 2ω ，令 /rp k ω=
，则方

程可重写如下： 
2 2( , ) 1/ wp D c pΦ ω ω= − −   
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则 

1 2( , )p DΦ ω ω Φ Φ= +      (6) 

因为海底衰减系数是随频率呈线性变化的，所

以 bc'是常数， 1Φ和 2Φ 与频率无关。将式(6)代入式

(4)，得到： 

1 2 1 2
Re( )Im( ) Im( )(Re( ) π) 0nΦ Φ Φ Φ− − =   (7) 

定义汉密尔顿函数 

2 2

1 1

Im( ) (Re( ) π)

Im( ) Re( )n

n
H

Φ Φ
Φ Φ

−
= −    (8) 

通过数值方法求解 =0nH 即可得到 p 的实部和

虚部，简正波本征值可通过式 rk pω=
求出。联立式

(4)和式(6)并化简，得到简正波本征值对应的频率求

解表达式： 

2

1

Im( )

2π Im( )
f

D

Φ
Φ

=−
⋅     (9) 

2  简正波本征值并行计算 

由式(8)中可以看到，每号简正波对应了各自的

汉密尔顿函数，因此每号简正波本征值的求解是互

相独立的，可以采用并行算法提高计算效率。本文

采用MATLAB提供的 parfor进行并行计算。 

parfor是MATLAB设置的针对循环并行计算的

关键字，它将在串行计算的 for 循环拆解成互不相

关的模块并交给不同的 worker计算，之后再将不同

的计算结果汇总。其中，实际进行模块计算的

MATLAB进程叫 worker，例如双核 CPU 可提供 2

个 worker同时计算。另外，parfor并行算法规定了

其循环内的变量必须有明确的定义类型，保证每次

循环变量不相关。具体定义可参考相关文献[10]。 

3  数值算例 

本节通过数值算例，研究汉密尔顿宽带简正波

本征值计算方法的特性。以简正波模型 KRAKENC

对比本文方法的计算精度和计算效率。 

3.1  计算精度仿真验证 

选用 Pekeris 波导，如图 1 所示，海水中声速

和海水密度分别是 1 500 m.s
-1
和 1 000 kg.m

-3
，海底 

 
图 1  Pekeris 波导示意图 

Fig.1  Pekeris waveguide problem 
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中声速和海底密度分别是 1 600 m.s
-1
和 1 500 

kg.m
-3
，海底吸收系数为

-10.2 dB λ⋅ ，水深为 100 m。 

首先来看简正波本征值的计算精度，分别取声

源频率为 50、75、100 Hz和 150 Hz计算简正波本

征值，KRAKENC和汉密尔顿方法的部分计算结果

如表 1所示(表 1中，i表示虚部)。 

表 1  简正波本征值计算精度对比 

Table 1  Comparison of calculation accuracy  

频率 

/Hz 

简正波

号数 
KRAKENC 汉密尔顿方法 

50 
1 0.207 796-0.000 014 0i 0.207 795-0.000 014 1i

2 0.202 678-0.000 055 7i 0.202 685-0.000 055 7i

75 

1 0.312 938-0.000 007 5i 0.312 918-0.000 007 7i

2 0.309 202-0.000 028 5i 0.309 172-0.000 028 7i

3 0.302 814-0.000 067 2i 0.302 835-0.000 067 0i

100 

3 0.409 966-0.000 039 0i 0.409 999-0.000 038 9i

4 0.402 846-0.000 074 5i 0.402 819-0.000 074 7i

5 0.393 757-0.000 238 5i 0.393 752-0.000 239 3i

150 

5 0.610 718-0.000 053 0i 0.610 724-0.000 053 0i

6 0.602 788-0.000 083 5i 0.602 732-0.000 083 8i

7 0.593 401-0.000 167 7i 0.593 444-0.000 167 0i

从表 1中可以看出，汉密尔顿方法对简正波本

征值的计算与 KRAKENC相比精度较高。本征值实

部和虚部分别可以精确计算到小数点后六位左右

和七位左右。实际上，这是由求解式(7)时采用的数

值方法决定的，实部和虚部分别采用的是遍历法和

二分法，而实部步进的幅度决定了本征值计算的精

度，幅度过小，计算效率就会降低；幅度过大，计

算误差就会变大。另外，汉密尔顿方法是一次性求

解单号简正波所有频率对应的本征值，所求频率对

应的简正波本征值需要通过插值的方法来求得，插

值过程也会引入误差。 

进一步计算波导传播损失来对比汉密尔顿方

法的计算精度。全局矩阵耦合简正波方法

[11]
是骆文

于等人提出的精确、稳定而高效的耦合简正波方

法，本文将汉密尔顿方法计算得到的本征值代入全

局矩阵耦合简正波方法的相关公式，计算波导传播

损失。设定图 1中波导的声源深度为 50 m，接收器

深度为 50 m，接收距离为 4 km，分别计算声源频

率为 50 Hz和 75 Hz的传播损失，如图 2和图 3所

示。图中红色虚线是使用了全局矩阵耦合简正波理

论的汉密尔顿方法的计算结果，蓝色实线是

KRAKENC计算结果。图 2中两种方法计算结果的

均方根误差为 0.10 dB，图 3中该误差为 0.55 dB。

可以看出，汉密尔顿方法与 KRAKENC的计算结果

吻合较好，说明汉密尔顿方法在计算简正波浅海低 

 

 
图 2  接收深度 50 m 处 Pekeris 波导传播损失计算结果(声源深度为

50 m,声源频率为 50 Hz) 

Fig.2  The calculated transmission loss of  Pekeris waveguide propaga-

tion at 50 m depth, where the source depth is 50 m, the source 

frequency is 50 Hz  

 
图 3  接收深度 50 m 处 Pekeris 波导传播损失计算结果，声源深度为

50 m,声源频率为 75 Hz. 

Fig.3  The calculated transmission loss of  Pekeris waveguide propaga-

tion at 50 m depth, where the source depth is 50 m, the source 

frequency is 75 Hz  

频、近程声传播中有较好的适应性。 

3.2  计算效率仿真验证 

本节仍采用图 1所示的波导研究汉密尔顿方法

宽带简正波本征值的计算效率。参照模型采用修改

后只计算传播简正波的 KRAKENC模型。为讨论频

率对计算效率的影响，取三种相同带宽、不同频率

的声源，即 30～80 Hz、80～130 Hz、130～180 Hz，

频率采样间隔都是 1 Hz。几种方法运行的 PC环境

均为双核处理器，计算结果如表 2所示。 

表 2  不同频带的简正波本征值计算效率对比 

Table 2  Comparison of calculation efficiency for different frequency 

bands 

频率段/Hz 

不同方法的计算时间/s 

KRAKENC 汉密尔顿方法 
并行 

汉密尔顿法 

30~80  5.153 0.161 4 0.165 1 

 80~130  5.397 0.246 0 0.220 9 

130~180  5.565 0.328 5 0.281 2 

 30~130 11.146 0.247 5 0.213 3 

 30~180 16.318 0.330 4 0.267 5 
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从表 2前 3项可以看出，在相同带宽情况下，

KRAKENC计算三个频率段所用的时间相差不大；

从第 1、4、5项可以看出，时间与带宽大致成线性

关系。这是因为在每个频率采样点，KRAKENC都

需要求解一次简正波本征值。而汉密尔顿方法可一

次求解单号简正波所有频率采样点对应的简正波

本征值，从表 2可以看出，汉密尔顿方法的计算效

率远高于 KRAKENC，且从前 3项可以看出，随着

频率的增高即简正波号数的增多，汉密尔顿方法所

用的时间也随之增加，但仍比 KRAKENC方法低几

个数量级。加入并行算法后，汉密尔顿方法的计算

效率提高不大，这是因为该算例涉及的简正波号数

很少，并行算法在不同 worker的数据传递中耗费了

时间。当简正波号数较多时，并行算法的优势就显

露无疑。例如，当图 1波导的水深为 400 m、声源

频带为 200～300 Hz时，涉及计算的传播简正波号

数最高可达到 56 号。汉密尔顿方法和并行汉密尔

顿方法的计算时间如表 3所示。 

表 3  汉密尔顿方法并行前后的计算时间对比 

Table 3  Comparison of calculation efficiency between Hamiltonian 

and Parallel Hamiltonian method 

频带/Hz 
不同方法的计算时间/s 

汉密尔顿方法 并行汉密尔顿方法 

200~300 3.435 1.823 

可以看出，当涉及计算量较大时，并行计算在

此双核 CPU环境中可以节省近一半的时间。 

为讨论频率采样间隔对计算效率的影响，取相

同带宽、不同采样间隔的声源作对比。设定声源带

宽为 50～90 Hz，频率采样间隔分别为 1、0.5、

0.2 Hz， PC环境不变，计算结果如表 4所示。 

从表 4中可以看到，汉密尔顿方法不受频率采

样间隔的影响，而 KRAKENC模型则需要在每个频

率采样点都计算一次简正波本征值，因而所用的计

算时间远远大于汉密尔顿方法。 

表 4  不同频率采样间隔的简正波本征值计算时间对比 

Table 4  Comparison of calculation efficiency for different frequency 

sampling intervals  

频率采样 

间隔/Hz 

不同方法的计算时间/s 

KRAKENC 汉密尔顿方法 

1  7.016 0.166 8 

0.5 18.178 0.160 1 

0.2 55.410 0.160 9 

4  结 论 

本文进一步发展了汉密尔顿方法，用于宽带简

正波本征值的快速计算。数值仿真显示，汉密尔顿

方法的计算效率不受频率大小和频率采样间隔的

影响，在保证简正波本征值计算精度的基础上，能

够大幅提高宽带简正波本征值的计算效率，且在采

用并行计算方法后，计算效率提升更加明显。汉密

尔顿方法作为精确高效的宽带声场计算方法，为水

声宽带波形预报提供了有力的工具。 

由于汉密尔顿方法的数值求解过程采用遍历

法和二分法，计算精度和计算效率受到一定限制，

因此，可在以后的工作中改进数值计算的方法。另

外，本文只涉及传播模式简正波的计算，泄漏模式

的宽带简正波本征值计算有待进一步研究。 
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