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压电空心圆柱体中的周向SH波 
禹建功 1, 2，李延峰 1 

（1. 河南理工大学机械与动力学院，河南焦作 454003；2. 北京工业大学机电学院，北京 100022；） 

摘要：基于三维线性压电弹性理论，采用一种正交多项式级数方法研究了轴向极化、电开路时正交各向异性压电空

心圆柱中的周向 SH 波。把位移和电势展开成勒让德多项式级数，引入点确定的材料常数以解决边界条件，最后把问

题的解简化为一个特征值问题。计算了不同径厚比下 PZT-4 管道周向 SH 的波频散曲线和电势分布。讨论了压电的影响。 
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Abstract: Based on the theory of  linear three-dimensional piezoelasticity, an orthogonal polynomial series expansion 
approach is used for determining the characteristics of  circumferential SH waves in orthotropic piezoelectric hollow 
cylinders with axial polarization and open circuit. The displacement components and electric potential, expanded in a 
series of  Legendre polynomials, are introduced into the governing equations along with position-dependent material 
constants so that the solution of  the wave equation is reduced to an eigenvalue problem. Dispersion curves and 
displacement distribution for PZT-4 hollow cylinders at different ratios are calculated and the effect of  piezoelectricity is 
shown. 
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1  引 言  

压电材料(Piezoelectric Materials，PEM)是声发

射装置的关键材料。因在换能器中的重要作用，其

振动特性已得到了广泛研究
[1,2]

。目前，它已经作为

整体结构用于力电设备
[3]
。波模态的选择，直接影

响着力电设备的性能，因此研究压电材料中波的传

播特性是重要的。作为一种常用的结构，压电空心

圆柱体中的波动问题受到了学者们的广泛关注。文

献[4-7]分别研究了压电空心圆柱中轴向波的传播。

SH 波因其独有的特性受到了学者们的关注。Hirao
和 Ogi 曾提出了一种周向 SH 波电磁声传感器技术

用以检测钢管外表面的腐蚀缺陷
[8]
。Zhao 和 Rose

给出了各向同性管道中周向 SH 波的准确解频散方

程，并研究了不同径厚比时管道中周向 SH 波特性
[9]
。

本文基于线性三维压电弹性理论，通过 Legendre 多
项式方法求得了正交各向异性压电圆柱体中周向
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SH 波的渐近解。从频散曲线和位移分布两方面分

析了压电对管道周向 SH 波的影响，并分析了不同

径厚比下压电的不同影响。 

2  基本方程与求解 

基于线性三维弹性体理论，考虑一均匀正交各

向异性、无限长、内外表面均为自由表面的空心圆

柱体(晶轴与坐标轴重合)。图 1 为一柱坐标系中的

空心圆柱体，其内径为 a、外径为 b、厚度为 h。 

 
图 1  压电空心圆柱中的周向波 

Fig.1  Circumferential SH waves in piezoelectric hollow cylinders 

轴向极化的正交各向异性压电材料在柱坐标

下的本构方程为： 
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几何关系为： 
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波动控制方程为 
2
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以上参数中， ijT 和 ijε 代表应力和应变量； iu 是

位移量； ijC 为介质的弹性常数；ρ 代表密度；Φ 和

iD 代表电势和电位移向量， iE 代表电场强度； ij∈ 和

ije 分别是介电和压电常数。电开路时在 r=a 和 r=b 处

0rD = ，考虑到材料的边界，各种常数可以表示为： 
( ) ( )C r C rπ= ， ( ) ( )r rρ ρπ= ， 

( ) ( )e r e rπ= ， ( ) ( )r rπ∈ =∈  (4) 

这里 ( )rπ 是矩形窗函数： 

( )
1,      
0, elsewhere

a r b
rπ

≤ ≤⎧=⎨
⎩

 

把约束条件(4)代入到方程(1)，使材料常数在空

心圆柱体的内外边界上消失。这样处理的结果相当

于求解运动方程后代入表面边界条件（在 r=a 和

r=b 时 0rrT = 、 0rT θ = 、 0rzT = ）。其中 ( ),a bπ 对 r 的导

数是 ( ) ( )r a r bδ δ− − − 。 
对于无限长压电空心圆柱体，其周向的自由谐

波解可以表示为： 
( , , , ) exp(i i ) ( )ru r z t kb t U rθ θ ω= −  (5a) 
( , , , ) exp(i i ) ( )u r z t kb t V rθ θ θ ω= −  (5b) 
( , , , ) exp(i i ) ( )zu r z t kb t W rθ θ ω= −  (5c) 
( , , , ) exp(i i ) ( )r z t kb t X rΦ θ θ ω= −  (5d) 

这里 U(r)、V(r)、W(r)分别代表径向、周向和

轴向的位移，X(r)代表电势幅度，k 是波传播方向的

波数，ω 是角频率。 
把式(1)、(2)、(4)、(5)代入到方程(3)，得到用

位移、电势表示的波动控制方程： 
( )
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可见，方程(6c)、(6d)与方程(6a)、(6b)是相互

独立的。方程(6a)和(6b)相互耦合，它们控制的是周

向类 Lamb 波，与电场无关。方程(6c)控制的是周

向 SH 波，它与压电方程(6d)是耦合的。Yu 等曾研

究了方程(6a)和(6b)控制的周向类 Lamb 波
[10]
，这里

只研究受压电影响的周向 SH 波。 
把 ( )W r 和 ( )X r 展开为 Legendre 正交多项式级

数： 
3

0
( ) ( )m m

m
W r p Q r

∞

=
=∑ ，

0
( ) ( )m m

m
X r r Q r

∞

=
=∑  (7) 

其中 ( 1,2,3)i
mp i= 是待定多项式系数， 

( )2 ( )2 1( ) ( ) ( )m m
r b amQ r Pb a b a
− ++=

− −
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mP 是第 m 阶勒让德多项式，那么 mQ 就形成了

一组完备的正交归一的多项式组。理论上 m 从 0 到

∞ ，实际上对于求和多项式(7)，当 m 取到有限值

M 时，更高阶的项可以认为是高阶小量，忽略不计。

M 的取值要根据所需要的模态阶数确定，所需的频

散曲线模态阶数越高，则 M 的取值也越高。 
对于方程(6c)和(6d)，两边同乘以 *( )

j
Q r ，j 从 0

到 M，然后各式对 r 从 a 到 b 积分，利用勒让德正

交多项式的正交性质，可得到下面 2(M+1)个方程： 
, , 2

33 34
j m j m j

m m m mA p A r M pω+ =−  (8a) 
, ,

43 44 0j m j m
m mA p A r+ =   (8b) 

把方程(8b)写成如下形式： 

( ) 1, , 3
44 43
j m j m

m mr A A p−
=−   (9) 

把方程(9)代入方程(8a)，得： 

( ) 1, , , , 2
33 34 44 43
j m j m j m j m j

m m mA A A A p M pω
−⎡ ⎤− =−⎣ ⎦  (10) 

这里 , ( , 3,4)j mAαβ α β = 和 j
mM 是非对称矩阵中的元

素，它们可以根据方程(6)得到。这样，问题转化成

一个特征值问题。特征值 2ω 代表了波传播的角频

率，而特征向量 mp 代表位移场的分布， mr 代表电

势的分布。使用 Mathmatica 数学软件中 Eigenvalues
函数可以求解这个特征值问题。对于(M+1)维的方

阵，将返回(M+1)个特征值。而问题的解只是那些

随着 M 的增加，数值上收敛的特征值，即随 M 的

增加，该阶模态已趋于稳定。 

3  数值结果与分析 

基于上述理论，开发了数值计算压电空心圆柱

体周向 SH 波频散关系的 Mathematica 程序，求解

了两种外径厚度比下 PZT-4 空心圆柱中的周向 SH
波频散曲线、位移分布及其对应的非压电情况。 

图 2 是外径厚度比为 10 的 PZT-4 管道轴向极

化时的周向 SH 波频散曲线及其相应的非压电情

况。内外径分别是 9 mm 和 10mm，弹性常数 C44

和 C66 分别为 2.56×1010N/m2 和 3.05×1010N/m2，

压电常数 16 34 12.7e e= = C/m，介电常数 11∈ 、 33∈ 分别

是 560×10-11F/m2 和 650×10-11F/m2，质量密度是

7.5kg/m3。从频谱上看，压电的影响随波数增加而

加大；从相速度谱上看，压电的影响并不随频率的

增加而加大。因此，可以说压电的影响对波数的变

化敏感。另外，无论是频谱还是相速度谱，都可以

看出压电对高阶模态的影响大于低阶模态。 
图 3 是外径厚度比为 2 时的情况。保持壁厚不

变，外径是 2mm，其余不变。比较图 2 与图 3 可见

两者的区别：小径厚比管道中的波速大于大径厚

比；小径厚比管道中 SH 波的频散现象更严重。 
图 4 给出了大径厚比下 PZT-4 空心圆柱中 SH

波位移分布及其非压电的情况。相同波数下，压电

对高阶模态位移分布的影响要小于低阶模态，大波

数时压电的影响大于小波数的时候。图 5 是小径厚

比的情况，与图 4(a)相比较可知，压电对小径厚比

管道的影响要大于大径厚比管道。 

4  结 论 

通过 Legendre 多项式方法求得了轴向极化电开

路时压电圆柱体中周向 SH 波的渐近解。求得了不

同径厚比下压电对管道周向 SH 波的频散曲线和位

移分布，基于上述分析可得如下结论： 
(1) 轴向极化的正交各向异性压电空心圆柱中

的周向波可分解为周向类 Lamb 波和周向 SH 波。只

有SH波受压电的影响，而类Lamb波不受压电影响。 
(2) 通过把位移和电势展开成 Legendre 多项式

             
(a)频谱                                                       (b)相速度谱 

图 2  η=10 时的频散曲线(实线；压电管；点线；非压电管) 
Fig.2  Dispersion curves when η=10 (solid line; piezoelectric; dotted line; non-piezoelectric) (a) frequency spectra; (b) phase velocity spectra 
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(a)频谱                                                (b)相速度谱 

图 3  η=2 时的频散曲线(实线：压电管；点线：非压电管) 
Fig.3  Dispersion curves when η=2 (solid line: piezoelectric; dotted line: non-piezoelectric) (a) frequency spectra (b) phase velocity spectra 

       
(a) k=3000rad/m 

       
(b) k=15000rad/m 

图 4  η=10 时的位移分布(虚线：非压电情况；实线：压电情况) 
Fig.4  Displacement distribution when η=10 (solid line: piezoelectric; dotted line: non-piezoelectric) 

       
图 5  η=2，k=3000 rad/m 时的波位移分布(虚线：非压电情况；实线：压电情况) 

Fig.5  Displacement distribution when k=3000rad/m and η=2 (solid line: piezoelectric; dotted line: non-piezoelectric) 

级数的形式可以把压电材料中的波动问题转化为

特征值问题，使问题得到简化。 
(3) 对于压电管道中的周向 SH 波，压电对高

阶模态的影响大于低阶模态；压电的影响随波数的

增加而加大。 
(4) 不同的径厚比下压电的影响也不相同，小

径厚比时压电的影响大于大径厚比。 
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