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1 引 言

在 阵 列 信 号 处 理 领 域 中 , 目 标 的 方 位 估 计

( DOA) 一直受到研究者的广泛关注。传统的 DOA

估计中, 往往假定阵列接收信号是由远场的点目标

源入射而来。在此基础上, 诞生了众多的估计方法,

如 MUSIC、ESPRIT[1] 等。然而在雷达、声纳和无线

通讯等应用场合, 这个假设往往是不合适的。例如信

号散射现象会导致信号源的能量在空间形成一定的

分布[2]。在无线通讯系统中, 基站天线阵列存在的一

个重要问题, 就是在移动物体附近由于局部散射引

起信号的快速衰减。当这种衰减存在时, 运动物体在

一定高度、环境和基站位置分布下, 信号的空间角度

分布往往可以达到 10°[3]。此时采用分布源模型将更
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符合实际。

在众多的分布源目标方位估计算法中, MLE 算

法具有最优的估计性能。该方法由 T.Trump 和 B.

Ottersten[4]得出, 是一个四维非线性最优化问题, 文

中称之为四维 MLE 算法。该算法计算量庞大, 成为

限制其应用的一个瓶颈。文中提出了一种降维的

MLE 算法 , 是三维非线性最优化问题 , 称之为三维

MLE 算法。新算法的目的是减少计算量, 使其更具

有实用性。最后通过计算机仿真检验了三维 MLE

算法的估计性能。

2 数据模型

接收阵列为 M 个阵元的均匀线列阵, 接收到单

个分布源入射来的信号 , 分布源认为是由在空间上

满足高斯分布的多个离散点源构成的紧密的信号

束。那么第 k 个阵元在 t 时刻接收到的信号可以描

述为

xk( t) =s( t)
n
!!n( t) e

j2"!( k- 1) sin( #+$n )

+vk( n ) ( 1)

式中 s( t) 表示传播信号 , 并且为参数已知的确定性

信号。!n( t) 表示传播过程中的复增益, % 是分布源的

中心波达方向, $n 表示第 n 个点源相对于中心波达

方向 % 的偏差, & 是以信号波长为单位的阵元间距,

exp( j2"&( k- 1) sin( %+$n) ) 表示阵列流型。vk( n ) 为

高斯白噪声 , 满足 0 均值、方差为 ’2, 且与信号之间

是不相关的。进一步假定复增益 !n( t) 在时域上是白

的, 满足相互独立、零均值和循环对称,

E[!n( t) ] =0, E[!n( t)!m( s) ] =0,

E[!n( t)!*
m( s) ] = 1

L
’!

2(nm(ts,#n , m , t, s ( 2)

其中 ( 表示 Kronecker delta 函数。可以证明在上

述条件下 , 阵列接收向量 x( t) 为 0 均值的高斯随机

过程 [5]。

阵列的协方差矩阵表示为

E[ xkx*
l] =|s( t) |2E[

n
!

i
!)k!le

j2"!( k- 1) sin( %+$n )

e
- j2"!( l- 1) sin(%+$i )

] +’2(kl ( 3)

’2 表示噪声的能量。根据前面的假设可知 E[ !n!i] =

0, n≠i 。进一步定义构成分布源的离散点源在空间

上服从 N( 0, ’$) 的高斯分布, 其中 ’$ 表示分布源空

间角度扩展的标准差。式( 3) 可以进一步表示为 [4, 6]

E[ xkx*
l] ≈ S

2"& ’$

∞

- ∞’ e
- $

2

2’$

2

e
j2"!( k- 1) sin(%+$n )

d$

+’2(kl ( 4)

其中 S 表示接收信号的功率。再进一步用 Bessel 函

数将式( 4) 展开, 可以得到

E[ xkx*
l] ≈S[ J 0( 2"&( k- 1) ) +2

∞

n=1
)J 2n( 2"&( k- l) )

e
- 2n

2
’

2

$

cos( 2n%) ] +2j
∞

n=1
)J 2n- 1( 2"&( k- l) )

e
-

( 2n- 1) 2’
2

$

2
sin( ( 2n- 1) %) +’2(kl ( 5)

在这里假定分布源角度扩展值 ’$
2 比较小 , 式( 5) 可

以近似为

E[ xkx*
l] ≈Se

j2"!( k- l) sin%
e

- 2["!( k- l) ] 2’$
2cos2%

+’2(kl ( 6)

将式( 6) 扩展到阵列的一般表达式, 可得

Rx≈SA( %) B( %, ’$) A* ( %) +’2I=SR+’2I ( 7)

式 中 A=[ 1, e
j2"!sin ( %)

, ⋯ , e
j2"! ( M- 1) sin ( % )

] T 表 示 阵 列

流 型 向 量 , 它 是 分 布 源 中 心 波 达 方 向 的 函 数 。B

为 M×M 的 矩 阵 , 它 的 第 ( k, l) 个 元 素 表 示 为 Bkl=

e
- 2["!( k- l) ] 2’$

2cos2%
。

3 MLE 算法引出

分 布 源 目 标 参 数 估 计 的 MLE 算 法 已 在 文 献

[ 4] 中做出了详细的描述。算法中采用牛顿型搜索

算法进行迭代 , 以信号能量 S、噪声能量’2、分布源

中心波达方向 % 和分布源空间扩展角度的方差 ’$
2

为待估计参数。所以该算法是一个四维非线性最优

化问题, 在这里称之为四维 MLE 算法。

3.1 四维 MLE 算法

通过上一节的分析 , 可以得到在高斯数据模型

下的负对数似然函数

L( S, ’2, ’$
2, %) =lg|Rx|+Tr {R- 1

xR! N} ( 8)

其中R$ N= 1
N
) N

i=1 x( ti) x* ( ti) 表示阵列采样的协方差

矩阵, N 为快拍数。定义参数向量 !=[ S ’2 ’$
2 %] 2,

它的估计值通过最小化 L 函数得到

*" =argmin
*

L( S ’2 ’$
2 %) ( 9)

这是一个四维非线性最优化问题 , 采用牛顿型搜索

算法得到的迭代公式为

*k+1=*k- +kH- 1L′ ( 10)

其中 +k 为迭代步长 , 向量 L′表示 L 函数对参数求

偏导, 它的任意项元素为

Li′=Tr {R- 1
x
,Rx

,*i

( I- R- 1
x R! N) } ( 11)
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H是 Hessian 矩阵, 它的任意项元素为

Hij=Tr {[ R- 1
x

!2Rx

!"i!"j

- R- 1
x
!Rx

!"i

R- 1
x
!Rx

!"j

] ( I- R- 1
x R! N)

+R- 1
x
!Rx

!"i

R- 1
x
!Rx

!"j

R- 1
x R! N} ( 12)

为了减少计算量, 认为当快拍数较大时 Rx≈R! N, 上

式可以简化为

lim
N→∞

Hij=Tr {R- 1
x
!Rx

!"i

R- 1
x
!Rx

!"j

} ( 13)

由式( 5) 、( 7) , 可以求得阵列协方差矩阵对各参数的

导数公式 [4] ( 见附录 A) 。

四维 MLE 算法的计算量较大 , 在每次迭代过

程中需要计算矩阵 Rx 的逆矩阵和大量的矩阵乘法。

此外合适的选择迭代初值 , 是算法能否收敛到全局

最优点的关键。

参 数 向 量 ! =[ S #2 #$
2 %] T 方 差 的 CRB 由

Fisher 信息矩阵 ( FIM) 的逆矩阵给出 , FIM 的任意

项元素的表达式为

FIMij=NTr {R- 1
x
&Rx

&"i

R- 1
x
&Rx

&"j

} ( 14)

3.2 三维 MLE 算法

由于四维 MLE 算法计算量庞大 , 这里提出一

种降维的 MLE 算法。新方法将未知参数减少为三

个, 称之为三维 MLE 算法。

前面式( 7) 给出了阵列接收信号的一般表达形

式, 现实中研究者们往往更关心信噪比, 而不是信号

和噪声能量值的具体大小, 所以将式( 7) 中各物理量

重新定标 , 规定噪声的能量为单位值 1, 那么式( 7)

可以改写为

R#x≈SNR·A( %) B( %, #$) A*( %) +I=SNR·R+I ( 15)

其中 SNR=S/1 表示信噪比。这样新的阵列协方差矩

阵的未知参数减少为三个 , 那么负对数似然函数也

相应变化为

L$( SNR, #$
2, %) =lg|R#x|+Tr {R# - 1

x R! N} ( 16)

同时可以定义新的参数向量!$=[ SNR #$
2 %] T, 它的

估计值通过最小化函数L$得到

"$=argmin
"$

L( SNR, #$
2, %) ( 17)

原本四维最优化问题此时已经简化至三维 , 同样采

用牛顿型搜索算法, 迭代公式为

"$k+1="$k- ’%kH# - 1L$′ ( 18)

’%k 表示迭代步长 , 向量L$′表示L$函数对参数求偏导 ,

它的任意项元素为

L$i′=Tr {R# - 1
x
&R#x

&"$i

( I- R#- 1
x R! N) } ( 19)

Hessian矩阵H#的任意项元素为

H# ij=Tr {[ R#- 1
x

&2R#x

&"$i&"$j

- R$ - 1
x
&R#x

&"$i

R#- 1
x
&R#x

&"$j

] ( I- R#- 1
x R! N)

+R#- 1
x
&R#x

&"$i

R#- 1
x
&R#x

&"$j

R#- 1
x R! N} ( 20)

当快拍数目较大时, 也可将式(20) 做进一步简化, 得

lim
N→∞

H# ij=Tr {R#- 1
x
&R#x

&"$i

R- 1
x
&R#x

&"$j

} ( 21)

参照附录 A 中的结论, 可以推导R#x对!$中各参数的

一阶和二阶导数( 见附录 B) 。

结合式 ( 14) , 可得三维 MLE 算法的 Fisher 信

息矩阵 F I&M,

F I&Mij=NTr {R#- 1
x
&R#x

&"$i

R#- 1
x
&R#x

&"$j

} ( 22)

易知 F I&M 为 3×3 的方阵 , 三维 MLE 算法估计方差

的 CRB 由 F I&M 的逆矩阵给出。

比较上述两种 MLE 算法 , 三维 MLE 算法中的

导数向量L$′要比四维 MLE 算法中的导数向量L$减

少一维, 在每一次迭代过程中, 将会减少 2 次协方差

矩阵求逆和 3 次矩阵乘法。并且三维 MLE 算法中

的H#是 3×3 的方阵 , 而四维 MLE 算法中 H 是 4×4

的方阵, 那么在用程序计算 Hessian 矩阵时, 得出

共需要 9 次内部循环, 而得出 H 需要 16 次内部循

环。参照式( 12) 和式( 20) , 每求一次 Hessian 矩阵,

四维 MLE 算法要比三维 MLE 算法多计算 49 次协

方差矩阵求逆和 77 次矩阵乘法。此外在计算导数

向量和 Hessian 矩阵相乘时, 三维 MLE 算法需要计

算 9 次矩阵乘法 , 四维 MLE 算法需要计算 16 次矩

阵乘法。因此总体而言, 经过一次牛顿法迭代计算,

三维 MLE 算法比四维 MLE 算法节省 51 次协方差

矩阵求逆和 87 次矩阵乘法。在计算 CRB 时 , 三维

MLE 算法也可以令其得到简化。同时三维 MLE 算

法还可以节省大量的存储空间 , 因此计算效率可以

得到显著的提高。

4 计算机仿真

在本节中 , 通过计算机仿真将三维 MLE 算法

和四维 MLE 算法的估计性能进行比较。采用均匀

线列阵, 阵元之间的间距为波长的 1/2。分布源信号

由 100 个在空间上服从高斯分布的点源构成 , 并且

点源信号之间相互独立。分布源的几何中心即为待

求的中心波达方向, 在仿真中均设定为 10°。背景噪
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声的能量设定为单位值 1。

下面将从信噪比、快拍数、阵元数目和分布源

空间扩展角度 4 个方面入手 , 比较两种 MLE 算法

的估计性能, 仿真中 RMSE 值由 100 次蒙特卡罗试

验计算得出。

4.1 算法在不同信噪比下性能比较

快拍数选取为 100, 阵元数目为 8, 分布源空间

扩 展 的 标 准 差 为 1°, 信 噪 比 分 别 选 取 0dB、5dB、

10dB 和 15dB。三维 MLE 算法和四维 MLE 算法在

不同信噪比下参数估计的 RMSE 值和相应的 CRB

值如表 1 所示。随着信噪比的升高 , 两种算法的

RMSE 值和相应的 CRB 值随之降低。

4.2 算法在不同快拍数下性能比较

信噪比选取为 10dB, 阵元数目为 8, 分布源空

间扩展的标准差为 1°, 快拍数分别选取 10、50、100

和 500。三维 MLE 算法和四维 MLE 算法在不同快

拍数下参数估计的 RMSE 值和相应的 CRB 值如表

2 所示。随之快拍数的增加, 两种算法的 RMSE 值和

相应的 CRB 值随之降低。

4.3 算法在不同阵元数下性能比较

信噪比选取为 10dB, 快拍数为 100, 分布源空

间扩展的标准差为 1°, 阵元数目分别选取 4、8、12

和 16。三维 MLE 算法和四维 MLE 算法在不同快拍

数下参数估计的 RMSE 值和相应的 CRB 值如表 3

所示。随之阵元数目的增加 , 两种算法的 RMSE 值

和相应的 CRB 值随之减小。

4.4 算法在不同空间扩展角度下性能比较

信噪比选取为 10dB, 快拍数为 100, 阵元数目

为 8, 分布源空间扩展角度的标准差分别选取 1°、

2°、3°、4°和 5°。三维 MLE 算法和四维 MLE 算法在

不同空间扩展角度下参数估计的 RMSE 值和相应

的 CRB 值如表 3 所示。随之分布源空间扩展角度的

增大, 两种算法的 RMSE 值和相应的 CRB 值随之

增长。因为算法的模型是建立在小角度扩展的条件

下的, 所以随着分布源空间扩展角度的增加, 两种算

法的估计精度有较明显的降低。

上面比较了三维 MLE 算 法 和 四 维 MLE 算 法

在分别改变 4 种参数时的估计性能。总体而言, 两者

估计性能的变化趋势是一致的, 而且估计精度接近。

三 维 MLE 算 法 在 减 少 计 算 量 的 同 时 没 有 损 失 性

能, 因而有更实际的应用价值。

5 总 结

在雷达、声纳和无限通讯领域的研究中 , 采用

分布源目标模型往往比点目标模型更贴近实际。分

布源目标方位估计是其中一个重要的研究课题 , 在

已 有 的 估 计 方 法 中 , MLE 算 法 具 有 最 优 的 估 计 性

能 , 因而受到研究者的广泛关注。该方法是一个四

维非线性最优化问题 , 这里称之为四维 MLE 算法 ,

它的计算量庞大 , 这也成为限制其应用的一个瓶

颈。文中提出了一种降维的 MLE 算法, 新方法是三

维非线性最优化问题, 称之为三维 MLE 算法。理论

表 2 不同快拍数目下两种 MLE 算法估计性能比较

Table 2 Per formance compar ing of t wo MLE algor it hms

in differen t number of snapshot s

三维 MLE 估

计的 RMSE

0.416 6
0.174 6
0.115 8
0.093 2

三维 MLE
的 CRB

0.307 6
0.137 6
0.097 3
0.043 5

四维 MLE 估

计的 RMSE

0.330 3
0.188 3
0.153 3
0.110 2

四维 MLE
的 CRB

0.307 5
0.137 6
0.097 3
0.043 5

快拍

数目

10
50

100
500

表 3 不同阵元数目下两种 MLE 算法估计性能比较

Table 3 Per formance compar ing of t wo MLE

algor it hms in differen t ar rays

三维 MLE 估

计的 RMSE

0.218 9
0.145 8
0.126 6
0.118 2

三维 MLE
的 CRB

0.201 9
0.097 3
0.078 2
0.067 3

四维 MLE 估

计的 RMSE

0.208 9
0.153 3
0.140 3
0.116 7

四维 MLE
的 CRB

0.201 9
0.097 3
0.078 2
0.067 3

阵元

数目

4
8

12
16

表 4 不同分布源空间扩展角度下两种 MLE 算法估计性能比较

Table 4 Per formance compar ing of t wo MLE

algor it hms in differen t angular spreads

三维 MLE 估

计的 RMSE

0.115 8
0.248 4
0.332 4
0.492 2
0.582 8

三维 MLE
的 CRB

0.097 3
0.152 3
0.192 3
0.226 6
0.260 2

四维 MLE 估

计的 RMSE

0.153 3
0.267 7
0.357 6
0.483 6
0.620 9

四维 MLE
的 CRB

0.097 3
0.152 3
0.192 3
0.226 6
0.260 2

扩展

角度

1°

2°

3°

4°

5°

表 1 不同信噪比下两种 MLE 算法估计性能比较

Table 1 Per formance compar ing of t wo MLE

algor it hms in differen t SNRs

SNR

0dB
5dB

10dB
15dB

三维 MLE 估

计的 RMSE

0.267 7
0.162 4
0.115 8
0.132 0

三维 MLE
的 CRB

0.233 4
0.139 6
0.097 3
0.079 2

四维 MLE 估

计的 RMSE

0.291 3
0.171 6
0.153 3
0.152 2

四维 MLE
的 CRB

0.233 3
0.139 6
0.097 3
0.079 2
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分析表明新算法的计算量比四维 MLE 算法大为减

少 , 在单次牛顿法搜索过程中 , 新算法可以节省 51

次 协 方 差 矩 阵 求 逆 和 87 次 矩 阵 乘 法 。 同 时 三 维

MLE 算法还可以节省大量的存储空间, 因此计算效

率可以得到提高。文中对新算法性能的评估准则

CRB 给出了具体的计算公式, 新 CRB 的计算量也

有所降低。最后通过计算机仿真验证, 三维 MLE 算

法和四维 MLE 算法的估计精度相当 , 因此新算法

在减少计算量的同时没有损失性能 , 实用性和实时

性都显著提高。

附录 A

四维 MLE 算法中, Rx 对 ! 中各参数的一阶导数:

"Rx

"S =R ( 22)

"Rx

"#2 =I ( 23)

( "Rx

"$
) kl≈2S·Rkl·[ 2(!"( k- l) ) 2#%

2cos( $)

sin( $) +j!"( k- l) cos( $) ] ( 24)

( "Rx

"#%
2 ) kl≈- 2S·Rkl·[ (!"( k- l) ) 2cos2( $) ] ( 25)

Rx 对 ! 中各参数的二阶导数:

( "
2Rx

"$2 ) kl≈S·Rkl·[ 2(!"( k- l) ) 4#%
4cos2( $)

sin2( $) +( 2!"( k- l) ) 2(#%
2- 1) cos2( $) -

( 2!"( k- l) ) 2#%
2sin2( $) +j2·( 2!"( k- l) ) 3#%

2

cos2( $) sin( $) - j2!"( k- l) sin( $) ] ( 26)

( "2Rx

"(#%
2) 2 ) kl≈S·Rkl·[ 4(!"( k- l) ) 4cos4( $) ] ( 27)

( "2Rx

"$"#%
2 ) kl≈S·Rkl·[ - 8(!"( k- l) ) 4#%

2cos3( $)

sin( $) +( 2!"( k- l) ) 2cos( $) sin( $) -

j4(!"( k- l) ) 3cos3( $) ] ( 28)

二阶导数中其它的参数组合可以由一阶导数很容易

的求出, 这里不再列举。

附录 B

三维 MLE 算法中, R"x 对!#中各参数的一阶导数:

"R"x

"SNR
=R ( 29)

( "R
"

x

"$
) kl≈2SNR·Rkl·[ 2(!"( k- l) ) 2#%

2cos( $)

sin( $) +j!"( k- l) cos( $) ] ( 30)

( "R"x

"#%
2 ) kl≈- 2SNR·Rkl·[ (!"( k- l) ) 2cos2( $) ] ( 31)

R"x 对!$中各参数的二阶导数:

( "
2R"x

"$2 ) kl≈SNR·Rkl·[ 2(!"( k- l) ) 4#%
4cos2( $)

sin2( $) +( 2!"( k- l) ) 2(#%
2- 1) cos2( $) -

( 2!"( k- l) ) 2#%
2sin2( $) +j2·( 2!"( k- l) ) 3#%

2

cos2( $) sin( $) - j2!"( k- l) sin( $) ] ( 32)

( "2R"x

"(#%
2) 2 ) kl≈SNR·Rkl·[ 4(!"( k- l) ) 4cos4( $) ] ( 33)

( "2R"x

"$"#%
2 ) kl≈SNR·Rkl·[ - 8(!"( k- l) ) 4#%

2cos3( $)

sin( $) +( 2!"( k- l) ) 2cos( $) sin( $) -

j4(!"( k- l) ) 3cos3( $) ] ( 34)

由一阶偏导易得二阶偏导的其它项参数组合 ,

这里不再赘述。
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