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　　按组成材料和横截面大小的不同, 把复合棒分成若干单元, 每单元两端的位移、截面转角、弯

矩以及剪力间的关系用矩阵表示,各单元矩阵相乘即得到复合棒总的矩阵, 最后由此求解复合棒

的共振条件, 以及两端振速比,还给出了应用例。
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　　A composit e bar is divided into sever al elements in terms o f t heir mater ials or cr oss- section ar eas. The

relation betw een displacement、flexural ang le、moment and shear str ess of the tw o end sur faces o f each ele-

ment is expr essed by using a matr ix . Fo r a composite bar , the relation ship can be expressed by a general ma-

tr ix , w hich is the multiplication of matr ix es of elements. F rom the gener al matr ix , the r esonant fr equency

and velo city gain can be ca lculat ed. The application of t his m ethod is also illustr ated in this paper .

Key w ovds: 　flexural vibration, v ibr ating sy st em, mat rix met hod

1　引　言

求解振动问题时,传统方法是先列出运

动方程求通解, 然后根据具体问题的边界条

件得出其共振条件及位移、应力等的解析表

达式。等截面直棒的纵向、弯曲以及扭转振动

问题,用以上方法均可解。然而实际工程中,

还碰到一些由不同材料或不同横截面积直棒

组成的复合棒。原则上传统方法可以解决复

合棒的振动问题。但边界增多使问题变得复

杂。为了简化,人们采用了一些近似的简单方

法来求解复合棒的纵向及扭转振动问题[ 1, 2]。

本文用矩阵方法来求解复合棒弯曲振动, 推

出了 Timoshenko 理论下棒弯曲振动的矩阵

系数, 并给出了矩阵法对一维结构大功率弯

曲振动超声换能器振动系统的应用例。

2　弯曲振动直棒两端面位移、转

角、弯矩、剪力间关系的矩阵表示

棒的弯曲振动,要考虑旋转惯性和剪切变形

的影响,需用 Timoshenko 理论来求解。假设

一等截面直棒作弯曲振动,用 yb 和 ys 分别表
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示其弯曲位移和剪切位移,根据 T im oshenko

理论,可得以下联立方程
[ 3]

:
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式中, E 是杨氏模量, G 剪切模量, Q密度, I

截面惯性矩, A 0 截面积, K′面积系数。分离变

量,令 y b= v be
jXt

, y s= v se
jXt

,代入( 1a) ( 1b)得:

EI
d3
v b

dx
3 + K′A 0G

dv s

dx
+ IQX2 dv b

dx
= 0 ( 2a)

QX2
v b+ QX2

v s+ K′G
d

2
v s

dx 2= 0 ( 2b)

由( 2)可得:

v b= c1chn1x+ D 1shn1x+ c2cosn2x+ D 2sinn2x

( 3)
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用 Y , W, M , F 分别表示总位移、截面转

角、力矩和剪力,由( 3) ( 4)可得:

Y = ( 1+ <1) c1chn1x+ ( 1+ <1) D 1shn1x

+ ( 1- <2) c 2co sn2x+ ( 1+ <2 ) D 2sinn2x ( 5)

W= c1n1shn1x+ D 1n1chn1x- c2n2sinn1x

+ D2、n2cosn2x ( 6)

M = E I [ c1n
2
1chn1x + D 1n

2
1shn1x

- c2n
2
2cosn2x - D 2n

2
2sinn2x] ( 7)

F= - K′A 0G [ <( c1n1shn1x + D 1n1chn1x )

+ <1( - c2n2sinn2x+ D 2n2cosn2x ) ] ( 8)

设端面 1 和 2处以上各参量分别为 Y 1、

Y 2、W1、W2、M 1、M2、F1、F 2, 由( 5)～( 8)式得:

Y 1= a11Y 2+ a12W2+ a13M 2+ a14F 2

W1= a21Y 2+ a22W2+ a23M2+ a24F2

M1= a31Y 2+ a32W2+ a33M2+ a34F2

F1= a41Y 2+ a42W2+ a43M 2+ a44F 2

( 9)
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　　它们由棒的材料性质及长度和横截面积

决定,把( 9)写成矩阵形式, 有

Y 1
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=

a11 a12 a13 a14
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Y 2
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F2

( 11)

因此弯曲振动棒任意两截面间的位移、

转角、力矩、剪力间的关系可用矩阵来表示。

3　复合棒弯曲振动的矩阵解法

对于复合棒,可以按材料和截面大小不

同,把棒分成几个单元,如图 1所示。设第 i

单元左端面的位移、截面转角、弯矩、剪力分

别为 Y i、Wi、M i、F i ,在右端面处为 Y i+ 1、Wi+ 1、

M i+ 1、F i+ 1 ,根据前面分析有:

图 1　n 单元复合棒
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( 12)

上式中,矩阵〔a
i
〕的系数是由第 i单元棒的材

料性质及长度和横截面大小决定的。由于单

元与单元间的接触面处位移、转角、弯矩以及

剪力相等。因此连续 n次应用( 12)式可得到

复合棒左端面位移 Y 1、转角 W1、弯矩 M 1、剪

力 F 1与右端面的位移 Y n+ 1、转角 Wn+ 1、弯矩

Mn+ 1、剪力 Fn+ 1之间的关系:

Y 1

W1

M 1

F1

=

A 11 A 12 A 13 A 14

A 21 A 22 A 23 A 24

A 31 A 32 A 33 A 34

A 41 A 42 A 43 A 44

Y n+ 1

Wn+ 1

M n+ 1

F n+ 1

( 13)

这时,复合棒总的矩阵〔A〕是几个单元的单

元矩阵的乘积,即:

〔A〕= 〔a
1
〕〔a

2
〕⋯〔a

n
〕 ( 14)

由以上分析可知, 任意复合棒两端面振

动参量间关系可写成( 13)式的矩阵形式。再

结合具体边界条件,可求解其共振条件、两端

面振速比。如果棒两端自由,两端均满足弯矩

和剪力为零的条件, 即 M1= M2= 0, F 1= F 2

= 0,代入( 13)有:
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0

0
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Y 2
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0

0

上式展开,可得

A 31Y 2+ A 32W2= 0; A 41Y 2+ A 42W2= 0

共振条件如( 15)式, A 41两端振速比如( 16)式

A 31　A 32

A 41　A 42
= A 31A 42- A 41A 3 2= 0 ( 15)

Y 2 / Y 1= A 32 / ( A 11A 32- A 12A 31) ( 16)

如果棒两端固定, 则要求 Y 2= Y 1= W2=

W1= 0,代入( 13)式得

0

0
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F 1
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A 41 A 42 A 43 A 44

0

0
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F 2

上式展开有:

A 13M 2+ A 14F2= 0; A 23M 2+ A 24F2= 0

所以共振条件是:

A 13　A 14

A 23　A 24
= A 13A 24- A 23A 1 4= 0 ( 17)

4　矩阵法应用例

图 2是弯曲振动换能器,由中间压电陶

瓷以及前后金属块组成。图 3是弯曲振动换

能器与阶梯变幅杆组成的振动系统。它们均

可看作复合棒。文献〔4〕〔5〕用传统方法,作一

些近似处理对其进行振动分析, 显得复杂。我

们采用矩阵法,利用微机进行计算。图4是计

算一定材料和尺寸, 两端自由的复合棒的程

序框图。计算频率从 1到 50kHz。

对图 2、3所示换能振动系统,取金属铝

块密度 2. 7×10
3
kg/ m

3
, 杨氏模量 7. 45×
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1010N / m2 , 剪切模量 2. 81×1010N/ m3, 取压

电陶瓷密度 7. 5×103kg / m 3, 杨氏模量 5. 55

×1010
N/ m

3 , 剪切模量 2. 21×1010
N / m

3 , 面

积系数 K′均取 0. 9。长度和直径如图所示。

图 2　弯曲振动换能器

图 3　弯曲振动换能器振动系统

图 4　程序框图

根据矩阵方法,利用所编程序,算得振动

系统的共振频率。如表 3和表 4可见计算值

与测量值符合得很好。

表 1　图 2换能器共振频率

计算值 kHz 测量值 kHz

11. 2

27. 1

40　

11. 0

26. 8

39. 9

表 2　图 3振动系统共振频率

计算值 kHz 测量值 kHz

　 5. 3
　12
　21. 2
　31. 2
　40

　 5. 28
　11. 85
　21. 1
　31. 0
　39. 8

5　结　论

( 1)弯曲振动直棒端面位移、转角,弯矩,

剪力间关系可用矩阵表示。本文推出了 Tim-

oshenko 理论下的矩阵系数。

( 2)用矩阵法求解复合棒弯曲振动,方法

可行,方便迅速。
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