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稳健的稀疏信号单快拍波达方向估计

虞 飞，宋 俊，余 赟，苏 冰
(海军研究院，北京 100071)

摘要：通过稀疏重构得到传感器阵列输出数据的稀疏表示模型，研究了单快拍采样情形下的信号到达角(Direction of 

Arrival, DOA)估计问题。提出了一种基于最小均方误差(Minimum Mean-Square Error, MMSE)准则迭代实现的单快拍

到达角估计算法(Iterative Implementation of MMSE, II-MMSE)。该算法将原有的稀疏表示模型中稀疏信号矢量的求解

问题，转化为迭代求解稀疏功率对角阵，进而估计多目标信号的DOA。给出了算法的完整实现流程，从理论上分析

了 II-MMSE算法的迭代收敛性和对阵列模型误差的鲁棒性。仿真结果表明，II-MMSE算法在低信噪比、相干背景、

小样本、阵列未校准等条件下都具有良好的测向精度和多目标分辨能力。
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A single snapshot based robust sparse signal DOA estimation
YU Fei, SONG Jun, YU Yun, SU Bing

(Naval Research Institute, Beijing 100071, China)

Abstract: The signal direction of  arrival (DOA) estimation is studied based on the sparse reconstruction of  the single 
snapshot array output. A novel single snapshot based signal DOA estimation algorithm named as iterative 
implementation of  MMSE (II-MMSE) algorithm is proposed based on the iterative implementation of  minimum 
mean-square (MMSE) error criterion. The II-MMSE algorithm converts the solution procedure of  sparse signal vector 
into iteratively solving the sparse power diagonal matrix, and then estimates the signal DOA. The detailed algorithm 
flow of  II-MMSE is summarized. The convergence of  the II-MMSE algorithm and its robustness to array modeling 
errors are analyzed theoretically. Simulation results demonstrate that the proposed II-MMSE algorithm performs well 
in direction finding accuracy and multiple targets resolution under the conditions of  low signal-to-noise ratio, coherent 
background, limited samples, and uncalibrated sensor array.
Key words: single snapshot; minimum mean square error (MMSE); DOA estimation; sparse reconstruction

0　引 言

基于稀疏重构理论的阵列测向方法是近十年阵

列信号处理领域新发展起来的十分活跃的一个研究

分支，已取得了丰硕的理论成果[1-4]。这类方法在传

统的基于子空间的超分辨算法的基础上，引入了目

标信号的空间稀疏信息，从而大大提高了目标信号

的到达角估计性能。传统的子空间类到达角估计算

法要求在高信噪比、非相关、大样本、理想阵列流

形条件下才可获得优异的性能[5-7]，尽管近年来围绕

其中某一种非理想因素进行算法优化的研究成果很

多[8-10]，但是算法的实用性因实际使用场景下多个

非理想因素往往同时存在而大大受限。

稀疏重构类到达角估计方法之所以能够成为近

年来的研究热点，关键原因在于此类方法在低信噪

比、相干背景、小样本、阵列未校准等不利条件下

都具有良好的目标信号测向精度和多目标分辨能

力，相对于传统的子空间类算法在实用性方面具有

更大潜力[11]。

虽然稀疏重构类到达角估计方法在整体鲁棒性

方面优于子空间类估计技术，但是前者的主流算法

在计算复杂度方面处于相对劣势，而且还涉及额外

的正则化参数选取问题。本文通过稀疏重构得到传

感器阵列输出数据的稀疏表示模型，提出了一种基

于 最 小 均 方 误 差 (Minimum Mean-Square Error, 

MMSE)准则迭代实现的单快拍到达角估计算法(It‐

erative Implementation of MMSE, II-MMSE)。该算

法采用MMSE框架，考虑了阵列接收数据中的模
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型“噪声”协方差信息，对于阵列模型误差具有较

好的鲁棒性。II-MMSE算法保持了稀疏重构类到达

角估计方法在诸多非理想因素下的整体鲁棒性优

势，克服了主流稀疏重构类方法的高计算复杂度问

题，而且避免了正则化参数选取，进一步推动了稀

疏重构类到达角估计方法的工程实用化。

1　阵列输出模型的稀疏重构

考虑K个远场窄带平面波入射到由M个无指向

性单元构成的传感器阵列，且K个信号与传感器阵

列位于同一平面内。将目标信号可能到达角范围空

间Θ进行N次均匀网格划分{θ̄1θ̄N }，可将传统

的阵列输出模型转化为稀疏重构模型[11]：

x(t)=Φγ(t)+n(t) (1)

式中：Φ=[a(θ̄1 )    a(θ̄N )]为 M´N 维稀疏字典矩

阵，一般有MN，其中，a(θ̄n )表示第n个网格对

应的M´ 1维导向矢量。γ(t)为N´ 1维稀疏信号矢

量，理想情况下，γ(t)中只有K个非零元素，即为

信号{sk (t)}K
k= 1，其中 sk (t)在γ(t)中的位置与目标信号

的真实到达角 θk 在网格中的位置下标是一一对应

的。虽然实际应用中，传感器阵列接收端有背景噪

声，但是这种对应关系仍能保持。因此只要计算出

γ(t)的最稀疏解 γ̂(t)，则与 γ̂(t)的归一化稀疏谱所对

齐的K个谱峰对应的角度值即为目标信号到达角估

计值{θ̂k }K
k= 1。

2　基于 MMSE 准则迭代实现的单快

拍DOA估计算法

根据最小均方误差(MMSE)准则和式(1)中的稀

疏重构模型，取目标函数 f (t)：

f (t)=E é
ë γ(t)-W H (t)x(t)

2

2
ù
û (2)

式中：W (t)为M´N维复权矩阵，γ(t)显然是经过

M´N型滤波器组滤波后的期望输出信号矢量。根

据Wiener滤波器理论相关结论，容易求得式(2)中

的目标函数在MMSE意义上的最优权矩阵为

W (t)= (E[x(t)xH (t)]) -1
E[x(t)γH (t)] (3)

假定 γ(t)与n(t)之间相互统计独立，则由式(1)

可得：

E[x(t)xH (t)]=ΦE[γ(t)γH (t)]ΦH +E[n(t)nH (t)] =
def

                                                                ΦPΦH +Rn (4)

E[x(t)γH (t)]=E[ (Φγ(t)+n(t)) γH (t)]   =
def

ΦP (5)

式中：Rn=E[n(t)nH (t)]为M´M维噪声协方差矩阵，

对于功率为 σ 2
n 的空间高斯白噪声，Rn 可以简化为

Rn= σ 2
n IM，P=E[γ(t)γH (t)]为 N´N 维稀疏信号协方

差矩阵。假设稀疏信号矢量 γ(t)内各个分量互不相

关，则有：

P =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úp1 0  0

0 p2  0

  
0 0  pN

(6)

其中：pn=E[γn (t)γ*
n (t)]，n= 1N，故P可称为稀

疏功率对角阵。

由式(4)和(5)，可将式(3)进一步表示为

W (t)= (ΦPΦH +Rn )-1ΦP (7)

采用空间匹配滤波器(Matched Filter, MF)即常

规波束形成(Conventional Beamforming, CBF)算法，

可以得到稀疏信号γ(t)的粗略估计：

γ̂MF (t)=ΦH x(t)=ΦH As(t)+ΦHn(t) (8)

γ̂MF (t)可作为 MMSE 迭代算法中稀疏信号 γ(t)

的初始估计值：

γ̂0 (t)= γ̂MF (t) (9)

则稀疏功率对角阵的初始值为

P̂0 (t)=[γ̂0 (t)γ̂H
0 (t)]IN (10)

式中：表示矩阵的哈达玛(Hadamard)乘积，即矩

阵对应元素乘积。再由式(7)可得MMSE迭代算法

中权矩阵的更新值：

Ŵ i (t)=[ΦP̂ i - 1 (t)ΦH +Rn ]-1ΦP̂ i - 1 (t) (11)

式中：下标 i表示第 i次迭代。稀疏信号 γ(t)的最小

均方误差估计值为

γ̂ i (t)= Ŵ H
i (t)x(t) (12)

类似于式(10)，可得第 i次迭代时稀疏功率对

角阵的估计为

P̂ i (t)=[γ̂ i (t)γ̂
H
i (t)]IN (13)

式(11)、(12)和(13)构成了MMSE迭代算法第 i

次迭代的实现过程。当某一次迭代估计值 γ̂ i (t)满足

 γ̂ i (t)- γ̂ i- 1 (t)
2
< ε，ε为某一预先指定的较小正数

时，算法停止迭代，或者当算法达到预设的最大迭

代次数时也停止迭代。此时，由稀疏功率对角阵的

估值构成的列向量 diag[P̂ i (t)]关于到达角网格的稀

疏功率谱中，第K个谱峰对应的角度即为目标信号

到达角估计值{θ̂k }K
k= 1。

综合以上分析，现将MMSE迭代算法的完整

流程归纳如下：

(1) 初始化

对于 t 时刻的阵列接收数据 x(t)，有 γ̂0 (t)=

ΦH x(t)，P̂0 (t)=[γ̂0 (t)γ̂H
0 (t)]IN。
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(2) 迭代过程

for i=1，…  ，Nitr

Ŵ i (t)=[ΦP̂ i- 1 (t)ΦH+Rn ]-1ΦP̂ i- 1 (t)；

γ̂ i (t)= Ŵ H
i (t)x(t)；

P̂ i (t)=[γ̂ i (t)γ̂
H
i (t)]IN；

if  γ̂ i (t)- γ̂ i- 1 (t)
2
< ε，停止迭代

end

(3) 算法结果

在列向量 diag[P̂ i (t)]关于到达角网格的稀疏功

率谱中，第 k个谱峰对应的角度值即为目标信号到

达角估计值{θ̂k }K
k= 1。

3　算法收敛性分析

下面分析MMSE迭代算法的收敛性。为了说

明MMSE算法迭代的收敛性，首先建立稀疏信号

矢量估计 γ̂ i (t)的递推表达式。由式(11)、(12)和(13)

可得：

γ̂ i (t)= diag[γ̂ i - 1 (t)γ̂H
i - 1 (t)]ΦH{Φ diag[γ̂ i - 1 (t)γ̂H

i - 1 (t)]ΦH +

Rn}
-1

x(t) (14)

在 式 (14) 的 推 导 中 还 用 到 了 关 系 式

diag[γ̂ i-1 (t)γ̂H
i-1 (t)]=[γ̂ i-1 (t)γ̂H

i-1 (t)]IN 和 P̂ H
i-1 (t)= P̂ i-1 (t)，

其中，diag[·]表示由向量构成的对角阵或者取方阵

的对角元素构成的列向量。考虑到在每次迭代中，

噪声协方差矩阵Rn始终保持不变，且Rn对MMSE

算法的收敛趋势并无决定性影响，为便于分析收敛

性，可将式(14)中的Rn略去，则有：

γ̂ i (t)= diag[γ̂ i - 1 (t)]{ }diag[γ̂ i - 1 (t)]
H
ΦH·

{ }Φ diag[γ̂ i - 1 (t)]{ }diag[γ̂ i - 1 (t)]
H
ΦH

-1

x(t)=

diag[γ̂ i - 1 (t)]{ }Φ diag[γ̂ i - 1 (t)]
†
x(t) (15)

式中：“(·)†”表示矩阵的穆尔 -彭罗斯 (Moore-

Penrose)逆。在实际应用中，噪声协方差矩阵Rn不

能忽略。迭代过程式(15)实际上是如下加权最小范

数优化问题的一种递推形式[12]：

min W †γ(t)
2
        s.t.        Φγ(t)= x(t) (16)

式中：W为N´N维权矩阵，且W为对角阵，其迭

代形式为W i= diag[γ̂ i- 1 (t)]。在每一步迭代中，目标

函数都有如下关系：

 W †γ(t)
2

2
= ∑

k = 1wk ¹ 0

N é
ë
êêêê
γk (t)
wk

ù
û
úúúú

2

(17)

其中：wk为权矩阵W的第 k个对角元素，γk (t)为稀

疏信号矢量γ(t)的第k个元素。

由式(17)可以看出，权矩阵W中某个对角元素

相对越大，γ(t)中的相应位置元素对目标函数最小

化的贡献就相对越小，即惩罚值越小。反之亦然。

因此，如果稀疏基矩阵Φ中的某一列相对于其他列

来说能更好地匹配阵列测量数据x(t)，那么γ i- 1 (t)中

的对应位置元素迭代到下一步时将得到更大值。这

样，通过设定一个可行的初始化稀疏信号矢量估

计，如 γ̂0 (t)= γ̂MF (t)，可使目标函数(17)在最小化的

迭代过程中，逐渐强化 γ(t)中某一个大小相对突出

的元素，同时逐渐抑制剩余元素的大小，直至 γ(t)

达到预设的估计精度或者这些受抑制元素近似全为

0，此时算法收敛，停止迭代。这时，γ̂(t)仅选取稀

疏基矩阵Φ中的某一列来最佳地匹配阵列测量数

据x(t)。

由式(17)容易得出第 i次迭代时的目标函数为

 W †
i γ̂ i (t)

2

2
= ∑

k = 1γ̂i - 1k (t)¹ 0

N é

ë

ê
êê
ê γ̂ ik (t)
γ̂ i - 1k (t)

ù

û

ú
úú
ú

2

(18)

综上分析可知，式(18)中的递推问题收敛到最

稀 疏 解 意 味 着 当 i®+¥ 且 γ̂ i- 1k (t)¹ 0 时 ， 有

γ̂ ik (t)
γ̂ i- 1k (t)

® 1。 而 MMSE 迭 代 算 法 的 收 敛 条 件

 γ̂ i (t)- γ̂ i- 1 (t)
2
< ε可以进一步写成：

∑
k = 1γ̂i - 1k (t)¹ 0

N

γ̂2
i - 1k (t)

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úγ̂ ik (t)

γ̂ i - 1k (t)
- 1

2

< ε2 (19)

因此，如果当 i®+¥ 且 γ̂ i- 1k (t)¹ 0 时，有

γ̂ ik (t)
γ̂ i- 1k (t)

® 1成立，则 γ̂ i (t)- γ̂ i- 1 (t)
2
< ε也成立，从

而说明MMSE迭代算法是收敛的。

应注意，MMSE迭代算法并非在任意初始化条

件下的收敛都是有意义的，例如当 γ̂0 (t)= 0时，γ(t)

每步迭代的结果都为0。因此，不失一般性，可假

定初始化稀疏信号矢量 γ̂0 (t)的非0元素个数始终为

N。另外，权矩阵W的对角元素wk= 0意味着，通

过运算ΦW i使稀疏基矩阵Φ中的相应列变成了0向

量，说明相应的子空间被排除出了信号子空间。

4　阵列模型误差下的算法性能分析

在实际应用中，由于传感器基阵工作环境中的

介质扰动、阵列长期未校准或存在校准误差、阵列

有限采样引起的幅相量化误差等，都可能导致传感

器基阵模型产生误差。结合式(1)，含有阵列模型

误差的阵列输出响应一般可以定义为

xe (t)=[Φγ(t)]z + n(t) (20)
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式中：z为M´ 1维未知的阵列模型误差矢量，其第

m个元素可表示为

zm = (1 +Dam )ejDφm (21)

其中：Dam和Dφm分别为阵元m上的随机幅度误差

和随机相位误差。假设各阵元具有独立且同分布的

零均值随机幅值误差和随机相位误差，则各阵元之

间的模型误差是互不相关的，但具有相同的模型误

差的方差σ 2
z。式(20)还可以表示为

xe (t)=Φγ(t)+n(t)+nz (t) (22)

式中：nz (t)=[Φγ(t)](z - IM´ 1 )等效为阵列模型误差

引起的“噪声”矢量，这里 IM´ 1 为M´ 1维全 1向

量。由模型误差的假设可知nz (t)为M´ 1维零均值

矢量。

类似于式 (11)，可得存在阵列模型误差时，

MMSE迭代算法的权矩阵更新为

Ŵ i (t)=[ΦP̂ i - 1 (t)ΦH +Rn +Rnz
]-1ΦP̂ i - 1 (t) (23)

式中：Rnz
=E[nz (t)nH

z (t)]表示模型噪声协方差矩阵，

且有：

Rnz
=E{ }{ }(z - 1M ´ 1 )[Φγ(t)] ·{ }[Φγ(t)]H(z - 1M ´ 1 )H =

E{ }Z[Φγ(t)][Φγ(t)]H Z H = σ 2
z IM[ΦP(t)ΦH ]

(24)

其中：Z= diag[z1zM ]- IM。在式(24)的推导过程

中，还利用到了Hadamard乘积的运算性质AB=
BA和(AB)H=AHBH[13]。根据式(24)的结果，则

权矩阵的更新变为

Ŵ i (t)= {ΦP̂ i - 1 (t)ΦH + σ 2
z IM[ΦP̂ i - 1 (t)ΦH ]+

Rn}
-1

ΦP̂ i - 1 (t) (25)

在式(25)中，Rn为仅依赖于噪声的固定协方差

矩阵，而 σ 2
z IM[ΦP̄ i- 1Φ

H ]是依赖于信号功率更新

估计的自适应噪声协方差矩阵。当有高功率信号源

存在时，可能导致算法对噪声功率的低估，或者存

在阵列模型误差等情形时，都可能会引起小的伪

峰，而模型噪声协方差项 σ 2
z IM[ΦP̄ i- 1Φ

H ]的存在

为信号源的功率估计建立了一个可接受的动态范

围，恰好消除了这些伪峰的影响，从而使本文算法

具有自适应能力，表明MMSE迭代算法对阵列模

型误差具有较好的鲁棒性。

为了增强算法的自适应能力，可对式(25)进行

以下修正[14]：

Ŵ i (t)= {ΦP̂ i - 1 (t)ΦH + σ 2
z IM[ΦP̂ i - 1 (t)ΦH ]+

αRn}
-1

ΦP̂ i - 1 (t) (26)

其中，通过引入尺度因子α(0< α< 1)降低了噪声协

方差项Rn，可以进一步增强算法的自适应能力，使

自适应噪声协方差项在权矩阵更新过程中的相对贡

献更大。

5　仿真实验

考虑两个等功率的相干窄带远场平面波分别从

不同方向入射到由 12个传感器阵元按照半波长间

距布阵构成的均匀线列阵，阵列对空间信号进行单

快拍采样。定义信噪比RSN= 10lg(Ps   σ 2
n )，如无特

殊说明，实验中取RSN=10 dB。

实验中，第 l个阵元对应的模型误差可表示为

z l = [1 + ρN(01)]exp{ jπρN(01)} (27)

式中：ρ为相对于标准差的百分比，N(01)为零均

值，单位方差的实高斯随机分布噪声。由式(21)可

知，E[zl ]= 1，则 σ 2
z =E[| zl- 1|2 ]，故可以通过 zl- 1

的1 000次独立实现来估计 zl的方差，即 σ̂ 2
z。显然，

ρ越大，模型误差的方差也越大，而ρ= 0、α= 1时，

算法退化为理想阵列模型。如无明确说明，实验中

噪声协方差尺度因子α= 1/8。

5.1　算法收敛性实验

假 设 两 个 目 标 信 号 分 别 以 到 达 角 参 数

θ1=-10°，θ2= 60°入射到上述传感器阵列，阵列模

型误差百分比 ρ= 10。图 1为 II-MMSE算法分别在

初始化、迭代1次、5次和10次过程中对目标信号

到达角的归一化稀疏功率谱图。这里算法初始化结

果为通过空间匹配滤波器估计所得。

652



第 5 期 虞飞等：稳健的稀疏信号单快拍波达方向估计

从仿真结果可发现，尽管存在阵列模型误差，

II-MMSE算法仍能在真实目标方向角上形成尖锐谱

峰，表明算法对目标信号具有良好的到达角估计精

度和多目标分辨能力。当算法迭代到一定次数时

(一般不超过15次)，功率谱图的伪峰及旁瓣逐渐被

抑制，且目标方向对应的谱峰十分尖锐，表明算法

达到收敛状态。

5.2　算法对多目标信号的角度分辨率

假设两个空间方位邻近信号分别以到达角参数

θ1=-10°、θ2=-5°入射到上述传感器阵列，阵列模

型误差百分比 ρ= 10%。图 2给出了采用 II-MMSE

算法、L1-min算法[15]和常规波束形成(CBF)算法对

目标信号到达角估计的归一化稀疏功率谱图。

由图2中的仿真结果可看出，对于空间上方位

邻近的两个目标信号，采用 II-MMSE 算法和 L1-

min算法均具备对目标信号的高方位分辨能力，而

常规波束形成算法不具备这一能力。另外发现，

L1-min算法的稀疏功率谱具有较多的小幅度伪峰，

而 II-MMSE算法几乎没有伪峰和旁瓣影响。实验

中还发现，当阵列模型误差百分比ρ= 0时，L1-min

算法的伪峰也几乎被抑制。上述结果表明， II-

MMSE算法对阵列模型误差具有一定的鲁棒性，而

L1-min算法不具备这一特性。

5.3　信噪比对到达角估计精度的影响

考 虑 两 个 目 标 信 号 分 别 以 到 达 角 参 数

θ1=-10°、θ2= 60°入射到上述传感器基阵，阵列模

型误差百分比ρ= 10。对前述3种算法分别进行300

次蒙特卡洛(Monte Carlo)仿真实验，得到如图 3所

示的目标信号到达角估计的均方根误差(Root Mean 

Square Error, RMSE)随信噪比的变化关系。

从图3中的仿真结果可发现，在阵列模型存在

误差的情况下，II-MMSE算法对目标信号到达角的

统计估计精度明显高于另两种算法。在低信噪比时

这一优势更加明显。

5.4　计算复杂度分析和计算时间比较

由式(26)可知，本文提出的 II-MMSE算法的计

算复杂度为O(N 2 M )。而L1-min算法通过文献[11]

中的分析可知，其计算复杂度为O(N 3 )。另外，由

式(8)可知，CBF算法的计算复杂度为O(NM )。考

虑到在实际应用场景中，NM，因此在这 3种估

计算法中，L1-min算法的计算复杂度最高，其次是

II-MMSE算法，CBF算法的计算复杂度最低。

图2 三种不同算法得到的两个邻近信号到达角估计的归一化
功率谱

Fig.2 Normalized power spectrums of  the DOA estimate for 
two adjacent signals obtained by three different algo-
rithms

图1 II-MMSE算法迭代不同次数得到的两个信号到达角估计
的归一化功率谱

Fig.1 Normalized power spectrums of  the DOA estimate for 
two signals obtained by the II-MMSE algorithm with 
different times of  iterations

图3 三种算法到达角估计的RMSE随信噪比的变化曲线
Fig.3 Variation curves of  the RMSE of  DOA estimation with 

SNR by the three algorithms
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表1中列出了上述3种估计算法在不同信噪比

下的平均计算时间。实验中，取两个相干信号分别

以DOA参数 θ1=-10°、θ2= 60°入射到上述均匀线

阵，阵列模型误差百分比 ρ= 10%，Monte Carlo仿

真实验次数为 50。仿真环境：采用Matlab R2009a

平台，Intel Core 2处理器，2G内存。通过比较这3

种算法的计算时间可以看出，II-MMSE算法的计算

效率远高于L1-min算法，但这两种算法的计算效

率都明显低于 CBF 算法。但 II-MMSE 算法和 L1-

min算法在整体性能上优于CBF算法。

6　结 论

本文通过稀疏重构得到传感器阵列输出数据的

稀疏表示模型，提出了一种 II-MMSE算法，理论

分析了 II-MMSE算法的迭代收敛性和对阵列模型

误差的鲁棒性，评估了该算法的计算复杂度。理论

分析和仿真结果都表明 II-MMSE算法保持了稀疏

重构类到达角估计方法在低信噪比、相干背景、小

样本、阵列未校准等诸多非理想因素下的整体鲁棒

性优势，而且计算效率更高，无需选取正则化参

数，具有潜在的工程推广价值。
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表1　不同信噪比下三种算法的平均计算时间
Table 1　Average computation times of the three algorithms 

under different SNRs

信噪比/dB

5

10

15

20

平均计算时间/s

II-MMSE

0.058 0

0.066 1

0.062 7

0.053 7

L1-min

1.666 1

1.998 4

1.741 0

1.683 3

CBF

0.008 6

0.007 8

0.007 8

0.007 8
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