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基于铁木辛柯梁理论的工字梁剪切变形
计算方法研究

辛育霞，王勇，付佳豪，倪天琦，齐贺阳
（航空工业北京长城计量测试技术研究所，北京 100095）

摘 要：飞机机翼通常采用工字梁作为支撑结构，然而由于工字梁的几何参数改变，理论计算会受到影

响，梁理论的选择会直接影响计算结果。目前，现有的工字梁挠度计算主要基于欧拉-伯努利梁理论，未充分

考虑梁弯曲时存在的剪切变形。因此，本文提出了一种基于铁木辛柯梁理论的考虑剪切作用的工字梁计算方

法，用于针对受集中力影响的工字梁进行计算。通过表征剪切变形对梁变形的影响，获得了剪切变形对梁的作

用规律，并解释了剪切变形在梁中的变形机制。研究表明，当工字悬臂梁靠近固定端一定范围内以及梁的跨高

比小于 5时，计算时应考虑剪切变形的影响。该计算方法得出的内力计算理论结果与仿真及电测法结果基本一

致，可以应用于实际工程计算中。
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Research on calculation method of shear deformation of I⁃beam based on 
Timoshenko beam theory
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Abstract: Aircraft wings usually use I⁃beams as support structures. However, due to changes of the geometric param⁃
eters of the I⁃beams, theoretical calculations will be affected, and the choice of beam theory will directly affect the calcula⁃
tion results. At present, the existing deflection calculation of I⁃beams is mainly based on the Euler Bernoulli beam theory, 
without fully considering the shear deformation during beam bending. Therefore, this article proposes a calculation 
method for I⁃beams considering shear effects based on the Timoshenko beam theory, which is used to calculate I⁃beams af⁃
fected by concentrated forces. By characterizing the effect of shear deformation on beam deformation, the law of action of 
shear deformation on the beam was obtained, and the deformation mechanism of shear deformation in the beam was ex⁃
plained. Research has shown that when the I⁃shaped cantilever beam is within a certain range near the fixed end and the 
span to height ratio of the beam is less than 5, the influence of shear deformation should be considered in the calculation. 
The theoretical results of internal force calculation obtained by this method are basically consistent with the results of 
simulation and electrical measurement method, and can be applied to practical engineering calculation.
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0　引言

工字梁是一种空腹式杆件，这种截面设计主

要通过离形心最远的翼缘抵抗弯曲，利用腹板抵

抗剪切，具有强度高、重量轻的优点，是飞机机

翼的理想支撑结构［1］，针对工字梁的研究是研究

机翼变形的基础。由于机翼中工字梁尺寸相差较

大，剪切对不同受力、不同跨高比以及工字梁的

不同位置的影响均不同［2］。而考虑剪切时计算复

杂，在剪切影响不大时需要简化计算，忽略剪切

变形的影响。因此，探究剪切变形对工字梁的作

用规律在飞机结构强度领域具有重要的意义［3］。

工字梁弯曲过程中伴随着弯曲与剪切变形，

而剪切变形引起的附加应变情况复杂。现有的工

字梁计算大多采用的是欧拉-伯努利梁理论，欧

拉-伯努利梁理论假设梁中只有弯曲形变，横截面

没有产生切应变，变形后横截面依然为一个平面，

且始终垂直于中性轴。这种理论忽略了切应变的

效果，计算出的梁的变形量低于现实梁的变形量。

铁木辛柯梁理论考虑了梁在弯曲变形的同时产生

的切应变，梁受力发生变形时，横截面依然为一

个平面，但不再垂直于中性轴。由于它考虑了切

应变的效果，计算出的梁的变形量接近梁的真实

变形量。然而考虑剪切时情况复杂，计算过程较

为繁琐，研究表明对于细长梁欧拉-伯努利梁理论

可以给出足够精确的结果，所以目前工字梁的计

算大多忽略了剪切应变的影响，缺乏对工字梁剪

切变形的计算以及剪切对于工字梁变形影响的研

究，不利于梁理论在实际工程中的应用［3-5］。

因此，本文首先选取了基于铁木辛柯梁理论

的计算方法，考虑工字梁中剪切变形的影响，通

过给出剪切对工字梁变形的影响，提出需要考虑

剪切变形的情况。其次，内力的力学性能参数需

要开展电测法实验确定，通过理论与仿真以及试

验对比梁截面的内力，证明了基于铁木辛柯梁理

论的工字梁剪切变形计算方法的有效性。

1　基于铁木辛柯梁理论的工字梁变形计算

针对典型的工字悬臂梁结构，利用铁木辛柯

梁理论进行计算［6-8］。

1.1　模型建立

如图 1（a）所示，建立悬臂工字梁模型，梁的

长度为 L，梁截面参数如图 1（b）所示，其中梁的翼

缘宽度为 b，腹板厚度为 b0，腹板高度为 h0，梁的

整体高度为 h。梁的一端为固定端，限制位移与旋

转，另外一端为自由端，自由端受集中力 F作用。

选择自由端截面中心O作为坐标原点，该原点位于

梁的中性轴上，建立坐标系如图 1（a）所示。假设

材料为各向同性线弹性材料。

1.2　内力计算

从自由端取长度为 x 的一段梁作为分析对象，

如图 1（c）所示，则梁截面所受的剪力为 Fs = -F，

弯矩为M = -Fx。材料力学中梁内力的计算公式为

式（1）与式（2）［9］。

σx = M ⋅ z
Iy

（1）

τxz = Fs Sy
*

Iyb0
（2）

式中：σx、τxz分别为坐标 x处梁截面的正应力与剪

应力，MPa；M 为工字梁截面所受的弯矩，M =
-Fx，Nm；Iy为梁截面对 y 轴的惯性矩，mm4；Sy

*

为梁截面上所求剪应力处的水平线以下（或以上）

部分面积对中性轴的静矩，mm3；Fs为截面所受的

图1　工字梁示意图

Fig.1　Schematic diagram of I⁃beam
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集中力，Fs = -F，N；F 为自由端所受的集中力，

N；x，y，z为坐标，mm。

梁截面对 y 轴的惯性矩为式（3）。如图 1（b），

梁截面所求剪应力的静矩按照该处水平线以上部

分面积计算，为式（4）［9］。

Iy = ∫
A

z2dA = 1
12 (bh3 - bh0 3 + b0 h0 3 ) （3）

S*
y = ∫

A

zdA = b
8 (h2 - h0 2 ) + b08 (h0 2 - 4z2 ) （4）

将式（3）与式（4）代入梁截面内力的计算公式

（1）与公式（2），得到工字梁任意截面的内力

σx = Mz
Iy

= - Fxz
Iy

（5）

τxz = Fs Sy
*

Iyb0
=- F

Iyb0
é
ë
êêêê b

8 (h2 - h0 2 ) + b08 (h0 2 - 4z2 )ù
û
úúúú  （6）

1.3　挠度计算

在得到任意梁截面内力的基础上，利用铁木

辛柯梁理论计算工字梁的挠度。在铁木辛柯梁中，

正应变与欧拉-伯努利梁结果相同［6］。对于切应

变，欧拉-伯努利梁忽略了切应变，而铁木辛柯梁

中切应变可以通过切应力与剪切模量得到

εx = σx

E = - Fxz
EIy

（7）
γxz = τxz2G

=- F
16b0GIy

[b (h2 - h0 2 ) + b0(h0 2 - 4z2 ) ]  （8）
εy = εz = -νεx = νFxz

EIy
（9）

式中：E为材料的杨氏模量，MPa；G为剪切模量，

MPa；v为泊松比，E = 2G（1+v）。

对应变公式进行积分，得到关于 x 方向与 z方
向位移的函数。

∂ux∂x
= εx = - Fxz

EIy

¾®¾¾
积分

ux = - Fx2 z
2EIy

+ f ( z ) （10）
∂uz∂z

= εz = νFxz
EIy

¾®¾¾
积分

uz = νFxz2

2EIy
+ g ( x) （11）

将式（10）与式（11）代入εxz的表达式中，得到

2εxz = ∂ux∂z
+ ∂uz∂x

= - Fx2

2EIy
+ df

dz
+ νFz2

2EIy
+ dg

dx
  （12）

式（8）与式（12）只与变量 x与 z有关，联立得到

平衡关系式，并分离变量，得到

- Fx2

2EIy
+ dg

dx
+ F

8b0GIy
[b (h2 - h0 2 ) + b0 h0 2 ] =

Fz2

2GIy
- νFz2

2EIy
- df

dz
（13）

式（13）左侧完全依赖于变量 x，右侧依赖于变

量 z，所以两侧均等于同一个常数，假设该常数为

c0，两侧分别对 f（z）和g（x）进行积分，得到

f ( z ) = Fz3

6GIy
- νFz3

6EIy
- c0 z + c1 （14）

g ( x ) = Fx3

6EIy
- F

8b0GIy
[b (h2 - h0 2 ) + b0 h0 2 ] x +

     c0 x + c2 （15）
式中：c1与 c2均为积分常数。

将式（14）与式（15）代入式（10）与式（11），得

到ux与uz的一般形式

ux ( x, z ) = - Fx2 z
2EIy

+ Fz3

6GIy
- νFz3

6EIy
- c0 z + c1 （16）

uz ( x, z ) = νFxz2

2EIy
+ Fx3

6EIy
- F

8b0GIy
[b (h2 - h0 2 ) +

b0 h0 2 ] x + c0 x + c2 （17）
常数 c0，c1与 c2需要利用边界条件确定，固定

固支端的位移与旋转，边界条件为

ux ( L, 0 ) = 0
uz ( L, 0 ) = 0
Ωxz

|

|
|
||
|

x = L, z = 0 = 1
2 ( )∂uz∂x

- ∂ux∂z
x = L, z = 0

= 0
（18）

将上述边界条件代入式（19）与式（20），得到

c0，c1与 c2的值。最终得到利用铁木辛柯梁理论计

算的工字悬臂梁 z方向的位移为

uzT ( x, z ) = FL3

6EIy
{2 - 3 x

L + x3

L3 } + FL3

6EIy

ì
í
î
3v x

L
z2

L2 + 3
4 (1 + v ) (1 - x

L ) [ b
b0 ( h2

L2 - h0 2

L2 ) + h0 2

L2 ]üý
þ

（19）
在欧拉梁中，假设 L远大于 h与 h0，并且假设

v = 0，得到欧拉-伯努利梁理论的挠度为

uzE ( x, z ) = FL3

6EIy
{2 - 3 x

L + x3

L3 } （20）
在欧拉-伯努利梁中，悬臂梁的挠度与受力、

长度、材料的杨氏模量、截面形状以及 x向坐标有

关。在铁木辛柯梁考虑剪切变形的情况下，悬臂梁

的挠度相比欧拉-伯努利梁多了一项剪切项，因此变

形更大，该剪切项除了与欧拉-伯努利梁结果所受影

响因素有关外，还与材料的泊松比、z向坐标有关。
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2　结果与讨论

利用铁木辛柯理论计算得到工字悬臂梁的挠

度，并分析受力、跨高比，不同截面以及相同截

面不同位置受剪切变形的影响，为不同位置考虑

剪切变形的必要性提供依据。

2.1　计算模型

定义欧拉-伯努利梁中的挠度为 uzE，铁木辛柯

梁中的挠度为 uzT，则工字梁中剪切引起的附加形

变为 |uzT - uzE| ，剪切引起的附加变形率为 |（uzT - 
uzE）/uzE| 。选取算例，材料参数以及截面参数如表 1
所示。

2.2　受力对剪切变形引起的附加变形影响分析

根据式（19）以及式（20）计算得到附加变形与

附加变形率的表达式

uzT - uzE = FL3

6EIy

ì
í
î
3v x

L
z2

L2 + 3
4 (1 + v ) (1 -

x
L ) [ b

b0 ( h2

L2 - h0 2

L2 ) + h0 2

L2 ]üý
þ

(21)
uzT - uzE

uzE
=

3v x
L

z2

L2 + 3
4 (1 + v ) (1 - x

L ) [ b
b0 ( )h2

L2 - h0 2

L2 + h0 2

L2 ]
2 - 3x/L + x3 /L3

（22）
由式（21）可知，附加变形与所受集中力F为线

性关系，受力越大，附加变形也越大。由式（22）
可知，附加变形率与受力大小无关，只与工字梁

的形状以及所求位置有关。

选取工字梁的长度 L = 1 400 mm进行计算，在

F不同的工况下计算得到梁截面中性轴的挠度。图

2给出了F不同时剪切引起的附加变形。剪切引起

的附加变形随着受力增加变大，剪切引起的附加

变形与梁截面与固定端之间的距离成线性关系。

因此，在其他因素保持不变，只有F变化时，可以

根据附加变形判断是否需要考虑剪切的影响。

2.3　跨高比对剪切变形引起的附加变形影响分析

选取受力状态 F = 1 000 N，工字梁截面尺寸

保持不变，改变长度，选取长度为 1 400、1 000、
600、200 mm四种长度的工字梁进行计算，其对应

的跨高比 L / h分别为 14、10、6、2，针对不同跨高

比的工字梁进行分析。

图 3给出了不同跨高比的梁剪切引起的附加变

形，剪切引起的附加变形与截面和固定端之间的

距离之间的线性关系不变，且斜率基本不变。

图 4给出了不同跨高比的梁剪切引起的附加变

表1　工字梁模型参数

Tab.1　I⁃beam model parameters
杨氏模量E/MPa

2 × 105
泊松比 v

0.3
翼缘宽度 b/mm

70
腹板厚度 b0/mm

4
腹板高度h0/mm

86
整体高度h/mm

100

图2　F不同时剪切引起的附加变形

Fig.2　Additional deformation caused by shear 
at different forces

图3　跨高比不同时剪切引起的附加变形

Fig.3　Additional deformation caused by shear at different 
span⁃depth ratios
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形率。剪切引起的附加变形率在固定端最大，在

靠近固定端的一段范围内急剧减小后趋于稳定，

在自由端达到最小值。在靠近固定端的一定范围

内，剪切引起的附加变形率可达到 100%，随着跨

高比的减小，在固定端的附加变形率会更大，因

此固定端一定范围内的的计算应充分考虑剪切的

影响。在跨高比 L / h = 5时，剪切造成的附加变形

率在自由端最小，为 10. 33%，在靠近固定端的梁

中附加变形率逐渐增加，此时剪切造成的影响已

经不可忽略。

2.4　截面内剪切变形引起的附加变形影响分析

选取梁的长度 L = 1 400 mm 以及受力状态 F = 
1 000 N 进行计算，针对剪切对工字梁截面内离中

性轴不同位置的影响。

图 5给出了不同截面以及截面内不同位置剪切

引起的附加变形率，在同一个梁截面，剪切对中

性轴影响最小，对梁表面影响最大，越靠近固定

端，剪切对梁截面不同位置的的影响差异越大。

2.5　工字梁仿真与验证

选取工程中的典型工况，利用 Abaqus 进行有

限元仿真，梁的长度 L = 1 400 mm，梁受集中力

F = -1 000 N，截面参数与理论计算相同，材料为

304 钢。梁的边界条件为一端固支，一端受集中

力。在Abaqus中，选用不同类型的网格进行计算，

梁单元 B33忽略了剪切作用，用于模拟欧拉-伯努

利梁，B31 允许剪切变形，用于模拟铁木辛柯梁。

图 6给出了是否考虑剪切得到的工字梁挠度的理论

与有限元解，有限元与理论结果基本一致，验证

了本节理论结果在工程中的可行性。

图 6结合图 2可以看出，在细长梁的实际应用

中，根据欧拉梁和铁木辛柯梁理论得到结果相差

不大。在工程实际应用中，可以根据所需计算精

度要求，判断是否需要考虑剪切的影响，大部分

情况下仍然可以用欧拉梁理论进行描述计算。根

据图 4，在短梁中由于结果相差较大，应该根据实

际情况判断是否需要考虑剪切的影响。

3　基于电测法的工字梁内力测试

为获得实际工程中的内力值，需要开展电测

法实验，为理论结果提供支撑。并利用Ansys进行

有限元仿真，得到有限元（Finite Element Method，
FEM）结果，并与第一节中的理论值进行对比分析，

得出相关结论，证明该理论方法的有效性。

图4　跨高比不同时剪切引起的附加变形率

Fig.4　Additional deformation rate caused by shear at different 
span⁃depth ratios

图5　截面内不同位置剪切引起的附加变形率

Fig.5　Additional deformation rate caused by shear at different 
positions in the section

图6　工字梁挠度

Fig.6　I⁃beam deflection
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3.1　试验材料与设备

如图 7所示，试验需要用到的试验设备有工字

梁、应变片、承重框架结构、数据采集系统、载

荷加载系统等［10］。

选取机翼中工字梁的典型尺寸设计制作工字

梁。工字梁翼缘宽度 70 mm，整体高度 100 mm，

腹板厚度4 mm，结构材料为304钢。

3.2　布片位置与方式

应变片在工字梁上的布片位置以及布片方式

如图 8所示。选择三个测试切面 1、2、3，在任意测试

切面上，在工字梁的上下翼缘分别布置 2个单片用

于测弯矩，在工字梁腹板的两侧布置 2个人字片用

于测剪力。加载点位于梁自由端，通过在自由端施

加集中力实现工字梁的变形。如图 9所示，本次试

验采用组惠斯通全桥的方式，提高试验精度[11]。

3.3　试验加载与数据处理

选择合适的高度将工字梁通过螺栓连接的方

式［12］，固定在承重框架上。通过承重框架上的地

轨将伺服作动器固定在承重框架上，根据加载需

求调整固定位置。通过伺服作动器上的力值传感

器［13］、控制器和笔记本控制伺服作动器作用在工

字梁上的载荷大小。

本次试验数据采集系统由 KAM⁃500 数据采集

器、接线盒、电源盒、笔记本等组成。电源盒为

数据采集器提供稳定的激励电压，应变片组桥后

连接到接线盒上。数据采集器输出的信号经处理

后在笔记本上生成试验结果。

3.4　试验与数据处理

本次试验分为 1 000、2 000、3 000 N 试验测

试。加载过程为逐级加载后逐级卸载，在 1 000 N
试 验 中 ， 力 的 变 化 幅 度 为 200 N；在 2 000 N
与 3 000 N 试验中，力的变化幅度为 500 N。为避

免试验过程中的偶然误差［14］，每组试验都重复进

行 3 次，按 3 次平均计算。若发现某一点数据异

常，本次试验重做。

数据处理过程中只保留加载部分的试验数据，

对 3次试验取平均值。表 3为 3次试验最大载荷对

应的数据采集系统的输出码值，M1、M2、M3分别

为测试切面 1、2、3 测试得到的弯矩对应的码值；

Q1、Q2、Q3分别为测试切面 1、2、3测试得到的剪

力对应的码值。

图8　工字梁布片示意图

Fig.8　Schematic diagram of strain gauge distribution on I⁃beam

图7　试验原理示意图

Fig.7　Schematic diagram of test principle

图9　惠斯通电桥

Fig.9　Wheatstone bridge

表3　原始数据记录

Tab.3　Original data record
F/N

1 000
2 000
3 000

M1
398
806

1 216

M2
687

1 387
2 092

M3
1 214
2 457
3 699

Q1
183
378
574

Q2
188
379
571

Q3
187
375
572
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根据采集器说明，得到的码值结果为模数转

换器输出的二进制码值，该码值除以 3. 28 转换为

对应的应变值。在惠斯通电桥中，得到的信号是

放大 4倍的信号，因此，输出的应变值除以 4为该

截面的真实应变。

3.5　工字梁仿真

在Ansys中建立工字梁模型进行仿真，选取与

试验相同的工况与材料进行计算。由 1. 1节的理论

结果可以得到结论，截面表面的正应力在靠近固

定端的过程中会逐渐增大，且正应力与坐标成线

性关系。随着集中力增大，同一截面的应力增加。

对于截面剪力，当F相同时，剪力在不同的截面相

同，与 x无关，只与 z相关，截面内的剪力在中性

轴达到最大值，向两侧逐渐衰减［15］。

将仿真与试验结果与理论结果对比，如图 10、
图 11所示，理论、仿真均与电测法结果基本一致，

证明了该计算方法的有效性。

4　结论

本文首先利用铁木辛柯梁理论计算工字梁的

内力与挠度。结果表明，考虑剪切作用得到的挠

度更大，比忽略剪切作用的方法多了一项剪切项，

在悬臂梁靠近固定端的一段距离内剪切影响很大，

并且在跨高比小于 5 时，剪切造成的影响可达到

10%，此时剪切不可忽略，应充分考虑剪切的影

响。随后通过电测法进行工字梁弯曲试验。结果

表明，利用该测量方法得到的结果与理论以及有

限元结果基本一致。本文构建的利用铁木辛柯梁

计算的工字悬臂梁模型，是一种能够为飞机中工

字梁的计算提供更加符合真实情况的模型，能够

应用在实际工程计算中。
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