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斜结构奇异值及其在实参数不确定性导弹鲁棒稳定性评估中的应用 
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摘要：针对结构奇异值(μ)存在计算量大、下界不易计算等问题，提出基于斜结构奇异值的评估方法。将系统频

率看作 1 个实不确定参数，构建不确定系统的状态空间表达式，将某一频率范围内各频点对应的结构奇异值计算问

题转化为单个的斜结构奇异值计算，给出 2 种算法分别计算斜结构奇异值的上下界，并对实参数不确定性导弹的鲁

棒稳定性评估对所提方法的准确性和实用性进行验证。结果表明：该方法是一种高效且准确的鲁棒稳定性评估方法，

适用于工程应用。 
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Abstract: The structured singular value (μ) has disadvantages, such as the calculation burden is heavy and its lower 
bound is not easy to calculate, so an evaluation method based on skew μ is developed. Taking frequency as a real uncertain 
parameter and constructing the state space expression of the uncertain system, then calculation of μ within a fixed 
frequency range converts to calculation of a single skew μ. Two algorithms are given to calculate the upper and lower 
bounds of skew μ respectively. The robust stability analysis of missile with real parameter uncertainty is carried out to 
validate the accuracy and practicability of the proposed method. The results show that the proposed method is efficient and 
accurate, and it’s suitable for engineering application. 
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0  引言 
对于很多物理系统来说，需要考虑参数不确定

性对系统的稳定性和性能的影响。结构奇异值 μ 是

分析参数不确定系统鲁棒稳定性和性能的很好方

法 [1]，但是其计算存在一些问题。结构奇异值不能

得到准确值，只能用上下界来表示。复参数不确定

系统的结构奇异值可以得到较好结果，其上下界差

别不太大。实参数不确定系统的结构奇异值则很难

得到较好的结果，其上下界差别很大，有时甚至不

能计算其下界[2-3]。这时系统鲁棒稳定性分析结果会

产生很大的误差，并且得不到最坏情况时各不确定

参数的准确摄动信息 [4]。另一方面，由于需要在某

一频率范围内的各频点计算 μ，会产生较大的计算

负担，相邻频点之间间隔大小的选择会影响计算结

果的精度[5]。 
导弹气动参数、质量以及传感器参数在导弹飞

行过程中都会产生变化。利用结构奇异值可以对参

数不确定导弹的鲁棒稳定性进行评估[6-9]。与传统频

域方法相比，基于 μ 分析的评估方法更加全面，但

是由于前述原因，评估过程在计算精度及计算效率

方面存在不足。 
G. Ferreres 提出了斜结构奇异值的概念，并给

出了其上下界的计算方法[10]。笔者在此基础上，提

出改进斜结构奇异值上下界的计算方法，并将其用

于对实参数不确定性导弹的鲁棒稳定性评估。 

1  斜结构奇异值 

基本上可以将任何含有结构型或非结构型范数

有界不确定性的线性时不变(linear time invariant，
LTI)系统表示为图 1 中的形式。其中 M表示系统的

已知部分，Δ 表示系统的不确定部分。将图 1 中的
n nC ×∈M 表示为： 

11 12

21 22

M M
M M
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

M             (1) 
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其中 1 1 2 2
11 22 1 2, ,n n n nM C M C n n n× ×∈ ∈ = + 。系统的输

入和输出之间的关系可用上线性分式变换表示为： 
1

22 21 11 12( , ) ( Δ ( ) )uy F r M M I M M r−= = + −Δ ΔM (2) 

 
图 1  LFT 形式的参数不确定系统结构 

式  (2) 所示系统的结构奇异值  μ 可用下式计算： 

1 1

11
11

1( )
min ( ( ) : det( ) 0)

n nC

M
I M

μ
σ

×

Δ

Δ∈

=
Δ −Δ =

   (3) 

当使 11det( ) 0I M−Δ = 的不确定性矩阵 Δ 不存在

时， 11( ) 0MμΔ = 。由式  (3) 可知结构奇异值峰值表

示系统保持稳定时，所允许的不确定参数最大摄动

范围。当 1μ≤ 时，系统保持稳定，否则系统是不稳

定的。由于难以计算μ 的精确值，只能给出其上下

界。μ 
的上界峰值表示系统保持稳定时，所允许的

不确定参数最大摄动范围；μ 的下界峰值表示导致

系统出现不稳定的不确定参数最小摄动范围。 
由于μ 计算中出现的问题，考虑将不确定性矩

阵中一部分参数固定在一定范围内变化，计算不确

定性矩阵中剩余部分参数变化多大时会导致系统不

稳定，这就是斜结构奇异值的思想[10-11]。 

给 出 不 确 定 性 矩 阵 集 合 f fn n
K C ×⊂X 、

ˆ
v vn n

K C ×⊂X ， 1f vn n n+ = ，定义扩展矩阵： 

ˆ,

ˆ

{ block diag( )

, }
f vK K

f K v K
BX X

= = Δ Δ

Δ ∈ Δ ∈

, :

      

X Δ
      (4) 

其中 { : ( ) 1}K f K fB X σ= Δ ∈ Δ ≤X 。 

定义   对于 1 1
11

n nM C ×∈ ，以及不确定矩阵

ˆ,K K
∈ XΔ ，斜结构奇异值 11( )s MμΔ 定义为 

ˆ,

11
11

1( )
min ( ( ) : det( ) 0)

K K

s

vX

M
I M

μ
σΔ

Δ∈

=
Δ −Δ =

  (5) 

当使得 11det( ) 0I M−Δ = 的不确定性矩阵 Δ 不存在

时， 11( ) 0s MμΔ = 。 

1 1
ˆ,

n n
K K C ×⊂X 中固定部分 fΔ 以及可变部分 vΔ

中，都可以包含重复的实数标量、复数标量，以及

复数满矩阵。 

2  参数不确定系统建模 

当图 1 中系统引入反馈控制器 K 时，系统如图

2。其中 T 通过下线性分式变换式得到： 

1
12 22 21 11( , ) ( )lT F M K M K I M K M M−= = − +   (6) 

基于μ 的参数不确定控制系统的鲁棒稳定性评

估问题，需要计算 ( )T s 渐近稳定时的 ( ( ))T sμΔ 。 

将 s 看作不确定性参数， ( )T s 可以表示为如下

状态空间形式： 
1 1ˆ( ) ( ) ( , )p u pT s sI F I

s
−= − + =C A B D T     (7) 

其中 T̂ 为常值矩阵： 

ˆ A B
C D
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

T              (8) 

计算频率范围为 [ , ]ω ω ω∈ 的系统结构奇异值

μ。为计算方便，引入 [ 1,1]ωδ ∈ − ， 0 ( ) 2ω ω ω= + ，

( ) 2ωα ω ω= − ，此时 0( )s j ω ωω α δ= + 。利用如下

变换： 

    0 0

0 0

1

1

p p

p p

I I
j

I I
j

ω

ω

α
ω ω
α
ω ω

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

N          (9)
 

可 以 得 到
1

pI
s

的 线 性 分 式 表 示 形 式 ， 即

1 ( , )p u pI F I
s ωδ= N ，此时参数不确定系统如图  3

所示，图中“*”表示星积。 

 
图 2  含不确定参数的反馈控制系统 

 
图 3  参数不确定系统的状态空间表示 

当 [ 1,1]ωδ ∈ − 时 ， 可 以 利 用 斜 结 构 奇 异 值

ˆ
ˆ( * )s

K
μ N T 对参数不确定系统进行鲁棒稳定性评估。 

3  斜结构奇异值的计算 
笔者提出 2 种算法分别对实不确定参数斜结构

奇异值的上下界进行计算[12]。 

3.1  斜结构奇异值上界 

首先定义矩阵 S如下： 
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0
0

f

v

I
Iβ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

S             (10) 

其中 fI 、 vI 与前述 fΔ 、 vΔ 的大小相同。令 sM 定义

如下： 
1 1

sM − −= S M S         (11) 

其中，与 M对应的不确定性矩阵如式  (4) 所示，则

根据结构奇异值的定义，总是存在 1 个 β 使得

( )sMμ Δ
的上界为 1，否则 ( ) 0sMμΔ = 。文献[10]证

明了 β 是 ( )sμΔ M 的上界。 

利用线性矩阵不等式计算 β 。由前述可知

( ) 1sMμΔ ≤ ，因此 
1 1( ) 1σ − − ≤S M S           (12) 

根据结构奇异值性质，存在矩阵 D，使得： 
1( ) 1sMσ − ≤D D            (13) 

1 1( ) ( )H
s sM M I− − ≤D D D D       (14) 

根据前面 S定义，式  (14) 可以写为 
1 1 1 1( ) ( )H M I− − − − ≤DMD S D D S     (15) 

由此得到： 
2H H HM D D S≤DM D        (16) 

令 HP D D= ，将 P 、 S 代入式  (16)，有： 

2 0fH

v

I
M P P

Iβ
⎡ ⎤

− ⎢ ⎥
⎣ ⎦

≤M          (17) 

令
2β λ= ，由上式可得 

0
0

fH

v

I
M P P P

I
λ
⎡ ⎤⎡ ⎤

− ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≤M     (18) 

计算斜结构奇异值上界的问题转换为广义特征

值最小化问题，可求得斜结构奇异值上界为

β λ= 。 

3.2  斜结构奇异值下界 

关于实参数不确定系统的斜结构奇异值的下

界，有以下定理。 
定理[13]  给定 1 个足够小的实数 0ε＞ ，对于

n nC ×∈M 以 及 与 其 相 容 的 实 数 不 确 定 矩 阵

ˆ,K K
X∈Δ ，则 ( )sμΔ M 的下界可以由下式得到： 

1( )
min{ : det( ) }

s

v

M
I M

μ
εΔ

Δ

=
Δ − Δ ≤

   (19) 

可以看到式  (19) 是一个约束最优化问题，可以

通过优化算法求解。 
笔者采用遗传算法进行优化。将 

1

1 det( )
max{ , , }v vk

I M
d d

α+ −Δ     (20) 

作为目标函数。其中 1, ,v vkd d 为允许变化的不确定

参数，α 是 1 个很大的数，可以对 det( )I M−Δ 进行

约束。由此计算斜结构奇异值的下界。 

4  实例 
笔者利用前文提出的方法对含有实数型不确定

参数的导弹控制系统进行鲁棒稳定性分析，并将分

析结果与 Matlab 软件中μ 分析函数得到的结果进行

对比，以验证前文所提方法的有效性。 
导弹线性模型的状态空间包表达式为： 

y xz

y xz

y xz

y xz

y xz

yx z

yx z

yx z

yx z

yx z

z z

y y

x x

Y Y Y Y Y

M M M M M

Z Z Z Z Z

N N N N N

L L L L L

Y Y Y

M M M

Z Z Z

N N N

L L L

ω ωωα β

ω ωωα β

ω ωωα β

ω ωωα β

ω ωωα β

δδ δ

δδ δ

δδ δ

δδ δ

δδ δ

α α
ω ω
β β
ω ω
ω ω

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢⎣ ⎦

x

y

z

x u
δ
δ
δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ = +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥

A B

 

(21)

 

0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0

x z

y

z y

x

x

α
ω ω
ω β
ω ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C    (22) 

其中 , , , ,z y xα ω β ω ω 分别表示攻角、俯仰角速率、

侧滑角、偏航角速率和滚转角速率。 , ,x y zδ δ δ 分别

表示滚转舵偏、偏航舵偏和俯仰舵偏。 
不确定参数的标称值及其变化范围见表 1。 

表 1  不确定参数标称值及其变化范围 

不确定  
参数  标称值 /(1/rad) 变化范围 /% 最坏情况参数组

合 /(1/rad) 
z

mCδ  -0.006 4 [-10,10] -0.007 04 
y

nCδ  -0.008 5 [-10,10] -0.009 35 

x
lCδ  -0.002 7 [-10,10] -0.002 97 

 

导弹俯仰通道控制系统如图 4 所示。 
导弹偏航通道控制系统与俯仰通道结构相同，

滚转通道控制系统如图 5 所示。 

 
图 4  导弹俯仰通道控制系统结构 
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图 5  导弹滚转通道控制系统结构 

在飞行高度 4 000 m，飞行速度 2 Ma 的特征点

对导弹控制系统鲁棒稳定性进行评估。此时式  (21)
中的矩阵 A、B分别为： 

0.80 1 0.10 0 0
142 0.40 1.30 0.10 0.02

0.10 0 0.30 1 0
0 0.10 150 0.20 0
0 0.01 1 200 0 2.56

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

A

0.01 0.001 0.07
7.16 5.06 29 730*
0.01 0.08 0

21.50 29 290* 0
571 420* 572 0

z

y

x

m

n

l

C

C
C

δ

δ

δ

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −=
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

B
 

将系统频率看作不确定参数，根据式  (6)～式  

(9) 构建参数不确定导弹的 LFT 模型。根据第 3 节

给出的计算方法，对导弹控制系统的斜结构奇异值

上下界进行计算。 
图 6 分别给出了利用文中所提方法计算的斜结

构奇异值上下界以及利用 Matlab 工具箱得到的结

构奇异值曲线。可以看到，用 Matlab 工具箱计算时

没有得到结构奇异值的下界。 

 
图 6  参数不确定导弹的鲁棒稳定性 

表 2  2 种计算结果的对比 
方法  最大值  频率 /Hz 

 μ UB 0.63 0.71 
 μ LB —  —  

Skew μ UB 0.64 [0.5,0.8] 
Skew μ LB 0.59 0.68 

表 2 给出了 2 种方法得到的系统鲁棒稳定性上

下界峰值及其对应的频率。可以看到 2 种方法得到

的奇异值上界相差不大，但基于 Skew μ的方法可以

得到系统鲁棒稳定性下界。由结果可知，不确定参

数的摄动范围可以是当前值的 1/0.64≈1.56 倍，系统

仍保持稳定。当不确定参数的摄动范围达到当前值

的 1/0.59≈1.69 倍时，系统会出现不稳定，此时的不

确定参数组合见表 1。 

5  结论 
由计算结果可以看到：文中提出的方法可以得

到斜结构奇异值的下界，由此可以获得最坏情况时

不确定参数组合，并且在不影响重要信息获取的同

时，大大降低了计算量，是一种高效且准确的鲁棒

稳定性评估方法，适于工程应用。 
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