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基于改进 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ方法预测 ＰＢＸ有效弹性模量

敬仕明１，李　明１，龙新平２
（１．中国工程物理研究院化工材料研究所，四川 绵阳 ６２１９００；

２．中国工程物理研究院，四川 绵阳 ６２１９００）

摘要：高聚物黏结炸药（ＰＢＸ）是一种颗粒高度填充的含能复合材料，其单质炸药晶体的体积百分含量通常达到

了 ８０％以上，采用经典的细观力学模型 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ界限法获得的 ＰＢＸ有效弹性模量与实验测试值存在较大

误差。引入含有炸药密度参数的“界面结合修正系数”，得到了一个改进的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型。设计了三种密度

的以 ＴＡＴＢ为基的 ＰＢＸ，测定了相应的弹性模量值，并确定了模型的修正系数为 ０．８１３（ρ／ρ０）
８．６４
和 ０．２９６（ρ／ρ０）

８．６８
。

分别利用经典的和改进的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型计算了该型 ＰＢＸ的有效体积模量和有效剪切模量，同时与实验值

进行了对比。结果表明：以 ＴＡＴＢ为基的 ＰＢＸ其有效弹性模量随密度的减小呈指数形式衰减，且体积模量与剪切

模量随密度的影响程度几乎一致，其指数约为 ８．６；改进的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型的预测结果与实验值的误差在

１％左右；改进后的模型合理，拟合精度高，适合于对双组分 ＰＢＸ有效弹性模量的预测。
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１　引　言

高聚物黏结炸药（ＰＢＸ）是一种颗粒高度填充的复
合材料，在武器工业中有着重要的应用，其力学性能通

常由实验来获得。然而，由于含能材料的特殊性，实验

存在着一定的危险性而且费用昂贵。随着计算技术的

发展，使得对 ＰＢＸ的力学性能模拟技术成为可能。而
模拟的途径有两条，一是从原子或者分子尺度出发，如

采用诸如量子力学（ＱＭ）、分子力学（ＭＭ）以及分子动
力学（ＭＤ）等方法，但这方面的文献极为有限［１－４］

，且

由于模拟尺度极为有限，其结果的准确性不高；另一

途径是从细观尺度出发，在获得单组分的力学性能的

前提下，利用细观力学模型获得 ＰＢＸ的有效力学性能
（ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐｒｏｐｅｒｔｙ）。后者的模拟尺度更加
接近于工程宏观尺度，是 ＰＢＸ有效力学性能（如弹性
模量等）预测模拟的重要途径，一些学者对此进行了

研究
［５－１０］

。这些方法归纳起来大致有三种：上下界限

法、解析法和数值法。在这些有效性能预测方法中，上

下界限法是最经典、最基础的方法，在无精确解或近似

解的情形下，可以粗略地提供有关弹性性能的可能范

围，但误差仍然较大；解析法和数值法在解决稀疏相，

即基体体积分数大于 ８０％的复合材料有效弹性模量
的预测问题时获得了较理想的结果，但对于颗粒高度

填充的 ＰＢＸ而言，模拟预测的结果与实验值相差甚
远。误差的来源除了组分弹性模量差别较大外，一个

重要原因是这些方法仅从细观力学的角度出发建立模

型，而忽略颗粒间的相互作用、局部微观应力应变场

（Ｅｓｈｅｌｂｙ应变场［１１］
）以及损伤等因素对界面的影响，导

致了计算结果与实验值的巨大差异。当然，由于压装炸

药的界面结合特性异常复杂，要完全描述清楚界面结合

特性非常困难，现有的模拟计算
［１－２］

中也仅仅能模拟十

几个和几十个分子的作用下的系综平均结果。

　　本文认为，压装 ＰＢＸ的密度在一定程度上反映界面
结合特性，可以看作是细观界面特性的宏观统计平均，据

此将密度引入到经典的细观力学模型中，可以解决细观

力学模拟忽略界面特性导致误差较大的弱点。本文提出

了用含密度参数的“界面结合修正系数”，对细观力学中

经典的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型上界进行了修正。进一步
设计了系列组分相同但最终压制密度不同的以 ＴＡＴＢ为
基的 ＰＢＸ，测定了相应的压缩弹性模量，利用修正的
ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型进行了弹性模量模拟。

２　ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型及理论计算

２．１　ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型
　　ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ法是在变分原理的基础上，对有效
弹性模量的上下界限法进行了改进，获得了比理想包覆
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球模型更好的结果。对颗粒填充复合材料，Ｈａｓｈｉｎ和
Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ给出了如下的有效弹性模量计算公式［９］

：

ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ上界

ＫＵｅｆｆ＝〈Ｋ〉－
３ｆｐｆｂ（Ｋｐ－Ｋｂ）

２

３〈Ｋ〉 ＋４Ｇｐ
（１）

ＧＵｅｆｆ＝〈Ｇ〉－
６ｆｐｆｂ（Ｇｐ－Ｇｂ）

２

６〈Ｇ〉 ＋５Λ
（２）

ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ下界

１／ＫＬｅｆｆ＝〈１／Ｋ〉－
４ｆｐｆｂ（１／Ｋｐ－１／Ｋｂ）

２

４〈１／Ｋ〉 ＋３／Ｇｂ
（３）

１／ＧＬｅｆｆ＝〈１／Ｇ〉－
ｆｐｆｂ（１／Ｇｐ－１／Ｇｂ）

２

〈１／Ｇ〉 ＋γ
（４）

对变量 ａ，有〈ａ〉＝ａｐｆｐ＋ａｂｆｂ；〈ａ〉 ＝ａｐｆｂ＋ａｂｆｐ

式中，Λ＝Ｇｐ
９Ｋｐ＋８Ｇｐ
Ｋｐ＋２Ｇ

( )
ｐ

；γ＝ １Ｇｂ
３Ｋｂ＋４Ｇｂ
９Ｋｂ＋８Ｇ

( )
ｂ

（５）

　　式（１）～式（５）中符号的意义如下：符号〈〉代表用
体积分数定义的平均法，上标Ｕ和Ｌ代表预估复合材料
的上界和下界。其中 ａｐ、ｆｐ、ａｂ和 ｆｂ各自代表炸药晶体
和黏结剂的性能和体积百分数，其中Ｋｅｆｆ和Ｇｅｆｆ代表ＰＢＸ
的有效体积模量和有效剪切模量。ＢｉｓｗａｊｉｔＢａｎｅｒｊｅｅ等
人
［５－７］

用此方法计算了 ＰＢＸ９５０１的弹性模量。
２．２　ＰＢＸ及其组分的力学性能
　　为了利用 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型进行初步理论计
算，必须首先获得单组分的力学性能。本文设计了系列

组分相同但压制密度不同的以 ＴＡＴＢ为基的某 ＰＢＸ，并
利用经典的ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型来计算其有效体积模
量和剪切模量。该组分中 ＴＡＴＢ的质量分数为９５％，黏
结剂的质量分数为５％。为获得该 ＰＢＸ单组分的力学
性能，采用 ＩＮＳＴＲＯＮ５５８２材料试验机测试了黏结剂在
室温和低应变率条件下的弹性模量，加载方式为准静态

压缩加载，十字头速度为 ０．５ｍｍ·ｍｉｎ－１。ＴＡＴＢ单晶
体力学性能数据参考用分子动力学方法所获得的结

果
［１］
。为了便于与实验值比较，同时还测试了三种

不同压药密度的 ＰＢＸ在室温下的力学性能。三种密度
的实测值分别为 １．７９２ｇ·ｃｍ－３

、１．８４５ｇ·ｃｍ－３
和

１．８９５ｇ·ｃｍ－３
（与表 １中密度 １、密度 ２和密度 ３对

应），样品尺寸规格均为Φ２０ｍｍ×２０ｍｍ。泊松比的测
试采用国军标 ＧＪＢ７７２Ａ－９７中 ４１４．１方法，样品规格
为２５ｍｍ×２５ｍｍ×８５ｍｍ。遵循 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ的
假设，假设此 ＰＢＸ各向同性，且拉伸和压缩模量一致。
试验测试的结果见表１。表１中黏结剂和 ＰＢＸ的杨氏
模量和泊松比为实验值，体积模量和剪切模量是按照

ＭｏｒｉＴａｎａｋａ方法进行平均化处理而得到［１２］
。ＴＡＴＢ

的力学性能数据主要参考了文献［１］。

表 １　ＰＢＸ及各组分的力学性能
Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＰＢＸａｎｄｉｔｓｃｏｎｓｔｉｔｕｅｎｔｓ

ｓａｍｐｌｅ ＴＡＴＢ［１］ ｂｉｎｄｅｒ
ＰＢＸ

ｄｅｎｓｉｔｙ１ｄｅｎｓｉｔｙ２ｄｅｎｓｉｔｙ３
ｂｕｌｋｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ １１．４ ０．３３ ４．２８ ５．４６ ６．９４
ｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ １１．５ ０．０７ １．６０ ２．０５ ２．６０
Ｙｏｕｎｇ′ｓｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ ２５．７ ０．２ ４．２８ ５．４６ ６．９４
Ｐｏｉｓｓｏｎ′ｓｒａｔｉｏ ０．１ ０．４ ０．３３ ０．３３ ０．３３

２．３　ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型的理论计算

　　文献［１４］给出的ＴＡＴＢ理论密度为１．９３８ｇ·ｃｍ－３；
实验所用黏结剂的密度测定为２．０２ｇ·ｃｍ－３。设该 ＰＢＸ
两相的质量百分比为σｐ和σｂ，密度分别记为ρｐ和ρｂ，则
两相的体积比分别表示为：

ｆｐ ＝
σｐ
ρｐｖ
，　ｆｂ ＝

σｂ
ρｂｖ

（６）

式（６）中 ｖ＝
σｐ
ρｐ
＋
σｂ
ρｂ
为复合材料比容。若孔隙率记为

，则复合材料密度 ρ＝１－ｖ
。代入数据，不难算出

ｆｐ＝１－ｆｂ＝０．９５２。三种密度 ＰＢＸ的孔隙率依次为
０．０７７１、０．０４９８和 ０．０２４１。当孔隙率为零时，即为
ＰＢＸ的最大理论密度 ρ０＝１．９４２ｇ·ｃｍ

－３
。

　　采用 ｍａｔｌａｂ７．０编制了 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型的
计算程序，计算结果见表２。

表２　ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型预测的有效弹性模量与实验值的比较
Ｔａｂｌｅ２　ＥｆｆｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｕｓｂａｓｅｄｏｎＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ

ｍｏｄｅｌａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆＰＢＸ

ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｕｓ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ

ｄｅｎｓｉｔｙ１ｄｅｎｓｉｔｙ２ｄｅｎｓｉｔｙ３
ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ

ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｓｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓ
ｂｕｌｋｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ ４．２８ ５．４６ ６．９４ １０．５２ ５．０１
ｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ １．６０ ２．０５ ２．６０ １０．８４ ３．６１

　　从表２可以看出，弹性模量值是与密度相关的，对
不同的压制密度，均有不同的弹性模量值与之相对应。

而 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型未考虑密度因素对有效模量
的影响，只是给出了有效弹性模量的一个上下界限。

Ｂｉｓｗａｊｉｔ等人［５－７］
用此方法计算了 ＰＢＸ９５０１的弹性模

量，但是误差较大。ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ预测的有效弹性
模量不随密度变化，显然与物理事实不符，这是

ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型未考虑细观界面结合程度所导
致的。为此，必须对 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型进行改进。

３　ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型改进

　　基于 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型得到的结果，本文提出
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了将密度因素引入到经典的细观力学模型的观点，从而

解决细观力学模拟忽略界面特性导致误差较大的弱点。

通过定义“界面结合修正系数”对 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模
型的上界进行修正，改进的模型表达式如下：

Ｋｅｆｆ＝ｆ（ρ／ρ０）〈Ｋ〉－
３ｆｐｆｂ（Ｋｐ－Ｋｂ）

２

３〈Ｋ〉 ＋４Ｇ
[ ]

ｐ

（７）

式（７）中 ｆ（ρ／ρ０）定义为“界面结合修正系数”。考虑
到实际密度与最大理论密度的相关性，可将 ｆ的具体
形式设为：

ｆ（ρ／ρ０）＝ｋ（ρ／ρ０）
ｎ

（８）

　　对密度分别为 １．７９２ｇ·ｃｍ－３
、１．８４５ｇ·ｃｍ－３

和

１．８９５ｇ·ｃｍ－３
的三组数据，进行线性回归。其中，

ＰＢＸ的理论密度为１．９４２ｇ·ｃｍ－３［１２］
。数值拟合后的

结果如下：

Ｋｅｆｆ＝０．８１３（ρ／ρ０）
８．６４
〈Ｋ〉－

３ｆｐｆｂ（Ｋｐ－Ｋｂ）
２

３〈Ｋ〉 ＋４Ｇ
[ ]

ｐ

　（９）

其中，Ｒ＝０．９９９７９，ＳＤ＝０．１０２０３。拟合曲线如图１所示。
　　采用同样的方法，对 ＰＢＸ的有效剪切模量进行线
性回归，可得到：

Ｇｅｆｆ＝０．２９６（ρ／ρ０）
８．６８
〈Ｇ〉－

６ｆｐｆｂ（Ｇｐ－Ｇｂ）
２

６〈Ｇ〉 ＋５
[ ]Λ

（１０）

其中，Ｒ＝０．９９９９２，ＳＤ＝０．００４４２。拟合曲线如图２所示。
　　由此，获得了该型 ＰＢＸ的有效弹性模量（体积模
量、剪切模量）随密度变化的函数关系。根据该函数

关系，一旦给定了 ＰＢＸ的实际密度，就可对该型 ＰＢＸ
的有效弹性模量做出预测。表３给出了以 ＴＡＴＢ为基
的 ＰＢＸ在不同密度下的预测结果。
　　比较式（９）～式（１０），我们发现：ＰＢＸ的有效弹
性模量随密度的减小呈指数形式衰减，而且有效体积

模量与剪切模量受密度的影响程度几乎一致。如果令

ρ＝ρ０，即 ＰＢＸ达到最大理论密度时，可获得 ＰＢＸ的有
效模量的理论上界，其有效体积模量上界只有 Ｈａｓｈｉｎ
Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ模型上界的８１％，而有效剪切模量上界仅为
ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型上界的３０％。
　　同时，表 ３还给出了密度分别为 １．７９２ｇ·ｃｍ－３

、

１．８４５ｇ·ｃｍ－３
和 １．８９５ｇ·ｃｍ－３

时，以 ＴＡＴＢ为基的
ＰＢＸ有效弹性模量的预测值。将该预测值与表２中的
实验值进行比较，发现二者非常接近，预测值与实验值

的误差均在１％左右。改进后的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型
与原模型的分析比较表明，改进后的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ
模型具有相当的优越性：给出了有效模量随密度的函

数关系，而不是简单的上下界限；通过引入一个较为简

单的参数，避开了对复杂界面的研究；模型合理，拟合

精度高，非常适合于以 ＴＡＴＢ为基的 ＰＢＸ这种高颗粒填
充复合材料的有效力学性能的模拟。

图 １　ＰＢＸ有效体积模量的拟合曲线

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｏｆｅｆｆｅｃｔｉｖｅｂｕｌｋｍｏｄｕｌｕｓ

图 ２　ＰＢＸ有效剪切模量的拟合曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｏｆｅｆｆｅｃｔｉｖｅｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓ

表 ３　改进的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ模型在不同

密度下的有效弹性模量预测结果

Ｔａｂｌｅ３　ＴｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｕｓｏｆＰＢＸｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄｅｎｓｉｔｉｅｓｂｙｍｏｄｉｆｉｅｄＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎｍｏｄｅｌ

ｄｅｎｓｉｔｙ／ｇ·ｃｍ－３ ｂｕｌｋｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ ｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ

１．６０ １．６０ ０．６０
１．７０ ２．７１ １．０１
１．７９２ ４．２７ １．６０
１．８４５ ５．４９ ２．０６
１．８９５ ６．９２ ２．５９
１．９４２ ８．５５ ３．２１

４　结　论

　　传统的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ上下界限法模型模拟
ＰＢＸ的有效弹性模量，其结果存在系统偏离；采用“界
面结合修正系数”法，通过引入一个较为简单的参数，

避开了对复杂界面的研究，同时给出了有效弹性模量

随密度变化的函数关系；改进后的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ
模型合理，拟合精度高，非常适合以 ＴＡＴＢ为基的 ＰＢＸ
有效性能的模拟研究。研究也表明 ＰＢＸ的有效弹性
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模量随密度的减小呈指数形式衰减，表明密度是影响

ＰＢＸ弹性模量的重要因素。
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